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我 们 伟大 的 祖国 , 为 了 尽早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 让 站 
需要 造就 大 批 又 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文 化 修养 和 现代 科学 知 
误 的 工业 大 军 、 农 业 大 罕 、 科 技 大 罕 、 文 化 大 罕 和 国防 大 军 . 这 
是 一 项 摆 在 全 体 人 民 面 前 的 极为 艰巨 的 任务 . 人 才 的 培养 ， 
基础 在 教育 ， 然而 ， 目 前 我 国 每 年 只 可 能 吸收 很 小 一 部 分 中 
学 毕业 生 进 入 高 等 院 校 深 造 ， 大 批 已 经 走 上 或 将 要 走 上 各 种 
工作 岗位 的 千 千 万 万 青年 人 ， 都 迫切 要 求学 习 现 代 科 学 基础 
知识 , 以 适应 新 时 期 的 需要 . 所 以 , 在 办 好 高 等 院 校 的 同时 ， 
还 应 尽量 为 那些 不 能 升 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 青年 提 
供 自 好 的 业余 学 习 条 件 ， 为 此 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 编辑 出 
版 < 大 学 基础 数学 自学 丛书 >.< 大 学 基础 物理 自学 丛书 > 和 < 大 
学 车 础 化 学 自学 丛书 >。 

< 大 学 学 基础 数学 自学 丛书 > 由 我 们 负责 主编 ,由 北京 大 
学 、 北 京师 范 大 学 和 复旦 大 学 数学 系 有 关 教 师 执笔 编写 ， 包 
括 《 一 元 函数 微分 学 >、< 一 元 函数 积分 学 >、 《多 元 函数 向 积 
分 3、《 级 数 >、《 空 间 解 祈 几 何 >、 < 高 等 代数 >、< 复 变 函 数论 基 
础 >、< 常 微分 方程 基础 >、“ 概 率 论 与 区 至 统计 基础 ?>、《 微 分 几 
何 基础 >.* 有 限 数 学 引 论 > 等 共 十 一 种 ， 可 供 具有 相当 于 高 中 
文化 程度 .有 志 于 自学 大 学 教学 课程 的 广大 读者 使 用 . 

本 < 从 书 > 是 一 套 大 学 基础 课 的 自学 读物 ， 与 中 学 程度 的 
< 数理 化 自学 丛书? 相 衔 接 、 为 了 使 自学 读者 在 没有 教师 讲课 
的 条 件 下 读 公 、 学 好 , 其 内 容 选 取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 
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本 .文字 息 述 用 讲课 的 形式 书写 ; 梳 您 引入 尽量 从 只 体 的 、 遂 
你 的 地 方 入 竹 , 逐 步 深 入 ; 内 容 安 排 抓 住 重 点 , 讲 深 讲 透 ， 为 
了 对 读者 解 题 有 所 启发 ,项 固 所 学 的 基础 知识 等 ,文中 举 有 较 
多 的 例题 ; 凡 估 计 读 者 容易 发 生 国难 的 地 方 , 尽量 给 予 必要 的 
分 析 . 习题 、 例 题 均 按 章 分 营 安 排 ， 书 后 附 有 习题 答案 或 提 
示 . 每 册 之 首都 有 编者 的 话 ,指导 深 者 自学 全 书 ， 总 之 , 想 尽 
可 能 减少 自学 中 的 困难 . 

自学 ,时 间 总 比 在 学 校 学 习 紧 得 多 .要 自学 有 成 就 , 没 什 
么 “ 诀 纤 ”， 如 果 有 的 话 , 那 就 是 “多 思考 , 多 练习 , 熟 能 生 巧 ”、 

学 习 必 须 从 自己 的 实际 水 平 当 发 ， 学 每 本 书 要 有 一 定 的 
老 础 ， 选读 顺序 可 根据 编者 的 话 的 指导 进行 、 有志 者 ， 事 训 
上 成。 希望 广大 读者 循序 渐 近 .持之以恒 、 乌 而 不 会 地 学 习 。 属 
大 家 努力 学 好 . 

《丛书 > 编审 过 程 中 得 到 了 北京 大 学 数学 系 、 北 京师 范 大 
学 数学 系 和 北京 师范 学 院 数 学 系 领 导 的 大 力 支 持 ; 许多 同志 
参加 了 提纲 ,样稿 的 讨论 , 并 提供 了 宝贵 的 意见 ; 编撰 者 和 审 
稿 人 为 < 从 书 > 付 出 了 辛勤 的 劳动 , 讶 此 一 并 致谢 . 

由 于 < 从 书 > 编写 和 出 版 的 时 间 人 祁 促 , 难免 有 扇 点 和 错误 ， 
希望 读者 不 吝 网 教 ! 


江 泽 洗 赵 枇 庚 


于 北京 大 学 燕 志 加 “于 北京 师范 大 学 工 五 楼 
1980 年 1 及 
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编者 的 话 


复 变 函数 论 这 门 十 老 的 学 科 与 其 他 所 有 的 学 们 一 样 ， 也 
凿 由 二 客观 实际 的 图 要 面 产生 和 发展 起 未 的 。 如 果 说 ， 数 学 
在 十 八 世 纪 是 微 积分 占 统治 地 位 的 话 , 那么 在 十 九 世 纪 , 复 并 
函数 已 经 取代 微 积分 耐 占 了 统治 地 位 ， 目 前 它 已 经 发 展 成 为 
一 个 强大 的 数学 分 支 . 

在 中 学 里 ， 我 们 知道 , 在 实数 域 中 代数 方程 x 十 = 二 人 0 有 总 
没有 解 的 ， 更 不 要 说 一 般 的 次 代数 方程 了 。 但 是 在 很 多 
实际 问题 中 ， 仍 然 需 要 研究 它 的 解 。 为 由 引进 了 一 个 符号 
“入 它 有 具有 性 质 镶 一 一 二 记 作 区 -一 工 称 王 为 讶 数 音 
位 。 这 样 一 来 ,任意 一 个 次 代数 方程 就 有 形 如 & 十 纪 的 解 
了 ,其 中 4 与 上 6 为 实数 ,这 种 形式 的 数 就 称 为 复数 .复数 不 仅 
能 够 用 来 表示 代数 方程 的 根 及 研究 微分 方程 解 的 结 将 问题 ， 
面 且 还 能 够 表示 向 量 ， 由 于 大 量 实际 问题 中 所 出 现 的 量 者 是 
向 量 , 如 速度、 加 速度 、 电 场 强 度 、 磁 场 强度 等 . 因此 就 可 以 寺 
复数 来 表示 这 些 向 量 而 进行 研究 ， 所 以 ,从 十 九 世纪 以 来 , 复 
变 函数 理论 得 到 了 荆 拍 的 发 展 , 目前, 它 已 与 自然 科学 中 的 很 
多 学 科 , 如 理论 物理 、 空 气动 力学 、 流 体力 学 、 弹 性 力学 、 地 质 
学 .自动 控制 等 发 生 了 密切 联系 。 

从 历史 上 看 ,高 斯 (Gauss) 于 41811 年 正式 引入 了 复 变 国 
数 的 概念 ， 复 交 画 数 积 分 的 理论 是 柯 西 (Cauchy) 在 I814 年 
开始 建立 的 . 而 复 变 函数 级 数 的 理论 是 由 复 尔 斯 特 拉 指 
(Weiergtrass) 在 十 九 世 纪 初 建立 的 ， 化 曼 (Riemann ) 在 十 
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大 世纪 对 揽 变 画 数 的 几何 理 治 作出 了 很 大 的 贡献 .还 有 欧 拉 
(Euler)、 阿 中 尔 (Abel)、 雅 可 比 (Jacobi)、 波 阿 松 (Poisson)、 
施 瓦 冀 (Sehwarz) 等 也 都 在 不 同方 面 作出 了 贡献 、 近 代 , 复 变 
函数 论 的 分 支 很 多 , 有 复 变 函 效 逼近 论 、 整 函 吉 与 亚 纯 函 数 的 
值 分 布 理论 、 黎 曼 划 面 、 单 叶 应 数论、 广义 解析 西数 . 氛 保 角 变 
换 、 多 复 灾 应 数 等 等 

复 变 舌 数 论 与 数学 的 其 他 分 支 有 密切 的 联系 ， 它 作为 一 
个 强 有 力 的 工具 可 用 来 解决 如 解析 数论 、 微 分 方程 、 概 率 统 
计 、 计 算数 学、 拓扑 学 、 微 分 儿 何 等 数学 分 支 中 所 提出 的 有 关 
理论 及 实际 问题 ， 我 国 数学 家 陈景润 在 研究 “ 哥 德 巴 霖 轿 想 ” 
问题 中 , 就 广泛 地 运用 了 复 变 函数 的 理论 . 

本 韦 的 目的 是 阐明 复 变 函数 治 中 一 些 最 基本 的 柱 念 、 方 
法 和 理论 ， 为 今后 进一步 从 事 各 种 实际 问题 及 深入 研究 的 读 
者 打下 一 个 扎实 的 基础 。 书 中 包括 了 教育 部 于 1977 年 11 月 
制订 的 《 复 变 锋 数 沦 大 网 > 所 要 求 的 全 部 内 容 ， 全 书 共 分 九 
章 ; 第 一 章 , 复数 的 基本 概念 .序列 的 极限 及 复数 项 级 数 ; 第 二 
章 , 解析 画 数 、 柯 西 - 黎 曼 方程 及 调和 函数 ;第 三 章 , 解析 函数 
的 积分 理论 ， 并 对 柯 西 定理 作 了 严格 的 证 明 ; 第 四 章 , 解析 函 
数 的 级 数 展开 理论 并 用 来 研究 孤立 奇 点 的 分 类 ; 第 五 章 , 留 数 
理论 及 用 来 计算 定 积 分 及 计算 区 域内 多 项 式 根 的 个 数 问题 
第 六 章 , 解析 开拓 的 概念 与 方法 ; 第 七 章 , 保 形变 换 的 一 些 基 
本 概念 及 如 何 实现 保 形变 找 的 各 种 方法 .由 于 保 形变 扩 无 论 
在 理论 上 或 实际 中 都 有 重要 的 作用 , 因此 ,这 一 章 讲述 的 篇 由 
也 较 大 .第 八 阐 , 拉 昔 拉 斯 变换 、 反 变 拉 及 其 在 微分 方程 中 的 
应 用 ; 第 九 章 ,只 是 非常 简单 地 介绍 一 下 解析 函数 在 流体 力学 
上 的 应 用 ,关于 它 进 一 步 的 研究 ,请 读者 参考 有 关 的 专门 书 羊 ， 
如 居 . 和 A. 拉 甫 伦 捷 拓 与 B. A. 沙巴 特 著 k 复 灾 锣 数论 方法 ? 


一 iy 一 


(中 译本 ,高 等 教育 出 版 社 出 版 ). 

本 书 论证 严密 ,可 供 广 大 科技 人 员 作 自学 参考 之 用 ,也 可 
作为 理工 科大 学 、 师 范 喀 校 或 电视 、 业 余 大 学 的 复 变 函数 论 课 
的 教科 书 、. 教 学 参考 书 ， 对 于 非 理科 大 学 的 学 生 或 自学 读者 ， 
初 读 时 可 略 去 第 六 章 中 的 第 二 节 ， 第 七 章 中 的 第 五 节 及 第 六 
节 等 。 此外， 在 证 明 有 些 结 论 时 ， 用 到 实数 理论 中 的 一 些 知 
识 , 若 读者 不 习惯 ,可 暂且 忽略 证 明细 书面 仅 注意 结论 邑 可 . 

本 书 力求 做 到 直观 易 懂 , 有 启发 性 , 送 合 于 自学 . 几 学 过 
本 从 书 中 一 元 与 多 元 微 积分 学 的 读者 , 都 能 够 看 懂 本 书 . 

为 了 使 读者 熟练 地 掌握 本 书 的 基本 内 容 ， 书 中 配 有 和 较 多 
的 例题 ,习题 和 复习 讨论 题 ,个 别 较 难 的 习题 都 标 以 记号 “*”， 
读者 可 以 选 做 ,但 其 他 习题 及 讨论 题 都 应 逐一 演算 ,这 是 学 习 
本 书 不 可 缺 的 重要 环节 。 全 书 末 附 有 习题 答案 ， 供 读者 参考 
核对 

我 们 希望 读者 疼 读 本 书 时 ， 既 要 注意 复 变 函数 与 微 积分 
学 的 紧密 联系 ， 能 从 复 变 函数 更 清楚 地 看 到 币 积 分 学 中 一 些 
内 容 的 实质 ; 也 要 注意 它们 之 间 的 差异 ,力求 能 体会 到 解析 函 
数理 论 是 解决 多 种 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 ， 从 而 在 分 析 和 和 
解决 实际 问题 的 能 力 方 面 得 到 提高 . 


沈 党 昌 
于 北京 大 学 数学 系 
.1980 年 12 月 
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习题 答案 


复数 


复 变 丙 数 就 是 自 变 遇 为 复数 的 函数 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 
首先 引入 复数 的 概念 、 隆 质 及 其 运算 ,然后 青 引 入 平面 上 的 点 
集 、 复 数 的 极限 以 及 出 复数 所 构成 的 级 数 的 收敛 性 概念 . 本 
党 中 的 很 多 概念 在 形式 上 与 微 积分 学 中 的 一 些 基本 概念 有 很 
多 类 似 之 处 ， 可 把 它们 看 作 是 微 积 分 学 中 相应 概念 及 定理 在 
复数 域 中 的 推广 。 


第 一 家 复数 的 概念 


1.1 复数 及 其 表示 法 

在 解 代 数 方 程 时 ,我 们 已 经 接触 到 符号 “2?*， 它 是 方程 

3- 一 个 

的 一 个 根 ,即刻 = 一 1, 记 作 i= ~M 一 1, 称 为 虚数 单位 . 

设 z> 与 9 都 是 实数 ,我 们 称 形 如 2 十 纪 的 数 为 复数 , 并 记 
作 邯 # 一 4 十 地 3 与 分 别称 为 复数 * 的 先 羡 与 康 部 ， 记 
作 

X=BRez, yy 一 IJmyx. 

符号 “Te” 是 表示 实数 的 拉丁 字 realis 的 前 两 个 字母 ; 符号 
“Tm "是 表示 虚数 的 拉丁 字 imaginarius 的 前 两 个 字母 ， 当 上 不 
部 y=0 时 ， 我 们 就 认为 z= 二 zz 十 加 =w， 即 z 就 是 一 个 实数 
因此 ,全 部 实数 就 是 复数 的 一 部 分 ,复数 可 以 看 作 是 实数 的 推 
广 ， 这 种 推广 等 到 引进 复数 的 运算 后 ， 就 会 看 得 更 清楚 ， 当 


i 


实 部 42=0 时 ,我们 就 认为 = 0T+ 包 = 初 ， 此 时 z 就 是 一 个 纯 
虚数 启 ， 
现在 设 有 两 个 复数 
1 =v Yo 区 
且 仅 当 其 实 部 与 虚 部 都 相等 时 , 即 
4 一 和 3 Ya 
时 ,二 认为 这 瑟 个 复数 是 相等 的 , 即 和 4 一 zz. 
” 从 复数 相等 的 规定 可 以 看 出 ， 一 个 复数 : 对 应 且 只 对 应 
营 一 对 有 序 的 实数 号 g, 记 作 z= (xz, y}， 因此 
2 2 0)~T, 2={0, =. 
既然 一 个 复数 可 以 表示 为 2 一 (%， 奶 ， 记 以 可 给 复 狼 议 
几何 解释 : 在 平面 上 取 锁 卡 儿 直角 坐标 系 , 其 原点 在 0, 坐标 
轴 为 O02 与 Co、 每 一 个 复数 :一 (2 轨 ， 在 圭 直 角 坐 标 系 中 对 
应 着 一 个 点 PP, 其 横 坐 稣 为 纵 坐 标 为 y; 反之 , 任 给 平面 站 
角 举 标 系 下 的 一 个 点 卫 (w, 肪 ， 训 有 一 个 复数 z 一 2 十 筷 与 它 
相对 应 . 这样 一 来 , 复数 就 与 平面 直角 誉 标 系 中 的 点 建立 了 一 


+ 


轴 上 的 点 一 一 相对 应 ， 记 以 Oz 轴 又 称 为 实 轴 ; 纯 开 数 与 Og 
轴 上 的 点 一 一 相对 应 , 所 以 Oy 辅 又 称 为 虚 币 ， 当 然 , 在 虚 轴 
上 只 有 一 个 点 即 原 点 对 应 车 实 轴 上 的 数 零 ， 故 可 以 认为 原点 
对 应 着 复数 z==0 十 i0, 记 作 *==-0。 由 于 复数 与 正面 上 直角 性 
标 系 中 的 点 建立 了 一 一 对 应 的 关系 ,因此 ,以 后 就 称 复数 * 为 
点 2% 并 称 平面 为 复数 平西 或 简称 复 平 面 ， 
此 外 ,也 可 以 用 向 量 OBE 来 表示 复数 2- 一 z 十 名 ， 这 个 向 
及 的 起 点 在 不 点 (0, 0), 终点 在 点 己 {fz, 好, 即 疝 逢 0B 在 Oz 
3 今后 ,如 果 趟 件 声明 ， 总 旺 用 菩 ，zo，… 或 妇 ， 如 ，-… 索 示 垃 数 ,看 用 zt 
so 误 林 复数 。 


一 凶 一 


轴 上 的 分 量 为 在 0y 轴 上 的 分 量 为 "pp 
y， 向 量 0B 还 可 以 看 作为 自由 疝 旦 ， 


ee 
的 位 置 如 何 ， 只 要 其 长 度 与 方向 同 -ke 。 
OF 一 样 ， 就 可 以 看 作 是 同一 个 向 量 . 

反 过 来 ,对 于 任 一 问 量 , 在 保持 其 长 度 11 


与 方向 不 变 的 情 癌 于 ,可 以 将 它 平移 到 起 点 为 原点 ,终点 的 横 
坐标 为 z、 纵 坐标 为 的 向 量 的 位 置 上 ,这 个 终点 就 对 应 着 一 


Er 


“入 多 实际 问题 中 所 研究 的 长 往往 都 是 向量 , 例如 速度 、 加 
速度 ,电场 强度 .磁场 强度 等 . 由 于 向 景 能 用 复数 来 表示 ,因此 
用 复数 来 变 示 上 述 这 些 基 , 再 如 以 研究 是 很 方便 的 . 

我 们 称 向 量 5 的 长 度 为 复数 :=z 十 亡 的 模 ， 以 符号 

Iz| 或 了 表示 ,从 而 有 


-VE 外 
显然 有 
[lel<|z|, |gl<lz|l, [a'r<lzl+[yl. (2) 


这 几 个 不 等 式 今后 会 经 常用 到 ， 当 点 卫 不 与 原点 重合 时 ， 即 
2 大 0 时 , 向 量 OF 与 O0z 轴 的 夹 角 9 称 为 复数 2 的 注 角 , 记 作 

0=Argz, (3) 
显然 它 可 以 取 无 穷 多 个 值 ， 而 值 与 值 之 间 相 差 2r 的 一 个 售 
数 ， 因 此 ,任何 一 个 复 狐 * 都 有 无 穷 多 个 幅 角 ， 设 bo 是 其 中 
的 一 个 , 则 公式 

0 一 9o+2km (为 任意 整数 ) 

就 给 出 全 部 的 是 角 ， 在 z 的 要 角 中 ,可 以 取 名 满足 

0<% an, (4) 


网 名 称 为 ;的 主 幅 角 , 记 作 2 一 argz， 可 以 用 复数 “ 的 实 部 
z 与 弄 部 来 表示 主 幅 角 名 一 argz. 显然 ， 当 ?= (%, 阴 在 第 


一 象限 时 , argz 一 馈 政 妆 , 其 中 反正 切 画 数 的 主 值 规 定 在 区 间 
(一 至 至 ) Hi 省。 在 敌 二 象限 时 ,由 于 要 -全 取 负 信 ， 邯 


入 二 te 一 1 的: 容易 看 出 


arg%=—xr— 相 -1 pe tg 仑 


( 兄 图 1-2a); 当 2 在 第 三 象限 时 ， 包 ”攻取 正信 , 即 取 值 在 
G, 2 因此 得 到 ee 1-25); 最 
后 , 当 2 在 第 四 象限 时 ,二 下 女 取 负 值 -如 1 下 容易 看 出 


aTg2x 一 2 一 起 - 。 = 2 -if Y 


( 见 图 1-2c)， 总 结 上 述 ,于 是 得 到 


饮 业 ， 当 = 在 第 一 象限 ; 
如 二 和 亿 +5， 当 : 在 第 二 象限 
Go=arg%—1 (BD) 


培 1 立 +wm， 当 4 在 第 三 象限 ; 


全 业 十 2m， 当 当 z 在 第 四 象限 . 
我 们 也 可 以 用 模 *= |z| 及 幅 角 8 一 Arg* 来 宸 示 复数 % 
的 实 部 % 及 虚 部 4 
rw—reog, yy—rsing. (6) 
这 诚 是 复数 的 极 举 标 表 示 式 ， 其 中 = |z| 由 


re 


ee 4 性 


T=|z| 二 Mt 
所 确定 ; 而 9 一 Argz 一 名 二 2k 用 公式 (5) 座 确 定 ， 这 样 , 任 
何 一 个 复数 :一 Zz 十 包 都 可 以 表示 为 
¢—% 十 iy 一 ‘COS B+ isin 0) 
— |zl[oos(Args)-l-isin(Argz2)], (7) 
这 就 是 复数 的 三 角 表示 式 
由 应 个 复数 为 及 zo 柑 等 的 规定 , 从 公式 (了 D 及 (5) 容易 大 
出 ， 车 如 关 0，zs 关 0， 两 个 复数 各 及 <4 相等 的 充 要 条 件 蚌 ，; 
|H|= |zal， 且 六 rg 一 Arg zs。 其 中 后 一 个 式 子 应 该 理解 为 
和 A 但 妇 与 Argz 两 个 量 中 任何 一 个 取 定 一 个 偏 以 后 ， 另 一 个 
所 取 的 无 穷 多 个 值 中 可 以 找到 一 个 值 与 之 相等 ， 今 后, 一些 
类 似 这 样 的 等 式 都 按 上 上 述 的 意义 型 解 . 


和 


cos B+ dg d= 0, (8) 
我 们 说 这 个 写法 是 合理 的 ， 因 为 复数 c088-Hisin8 具有 指数 
函数 的 一 些 特性 ， 如 按 普 通 乘 法 用 分 配 律 相 屁 ， 上 只 要 注 龟 汉 
名 一 一 二 可 以 证 贡 ; 
Egit = (COS H+ a sing) (cos d+ iain 0;) 
= (OSH COs Ho — sin 0 sin bs) 
+iCsin fcos Bs- eos th sin 6) 
=C08(0 +0)+osin(t +0s) =e ®t, (9) 


所 一 


且 es 二 0( 留 给 读者 证 明 ). 这 都 基 实 措 数 函数 所 加 有 的 性 质 ， 
这 样 ,就 可 以 把 复数 近 成 
Z 一 ?ci (10) 

其 中 r=1z|, 6= Argz. 

容易 看 出 : 

|ee| = oom FSins -1. 

(10) 称 为 复数 的 指数 表示 文 ，、 这 种 表示 式 在 今后 的 理论 研究 
或 应 用 中 是 很 方便 的 . 

{全 二 求 正 6 ee 一 一 1 dl 

解 ， 出 公式 (8), 容易 得 到 

e'$ ~ oog 到 一 isin 全 一 0+% 一 各 
dr C0Srtisinzg—=——1i+ei0= —1, 


不 


dro08 Bdsin Dr-0—i——i 
ca 一 0082m + osin 2 = 1+%0=1. 
【 例 2】 求 复数 > 一 二 的 三 角 表 未 式 与 指数 表示 式 .: 、 
: 解 ， 由 公式 (1) 与 (8) 得 到 
|z| = ~ iL1 = v2, 名 -tg 于 一 下 


因此 z- VF(cos 守 +ishi 持 )- vd. 


世 . 乙 ”复数 的 运算 及 几何 意义 

复数 的 运算 

1) 复数 的 加 法 ”两 个 复数 2 一 交 184 及 29 二 十 得 a 的 
加 法 定义 如 下 ; 


ea (pi 22) tT i a). 


这 样 ， 复 数 的 加 法 运算 与 实数 的 如 法 运算 在 形式 上 没有 
什么 不 同 。 并 且 复 数 的 相 加 与 两 
个 向 量 的 平行 四 边 形 法 则 也 是 一 | 。 .3 
样 的 . 事实 上 ,从 图 3 可 看 出 : 两 zs 一 
个 向 量 按 平行 四 边 形 法 则 相 加 后 。 | > 
得 到 的 向 基 ， 如 果 其 起 点 在 原点 
时 ， 则 其 终点 的 坐标 正 是 生 十 ws 
与 妇 十 级. 二 

2) 复数 的 减法 ”复数 相 减 是 作为 复数 相 加 的 沈 运 算 来 
定义 的 。 设 有 两 个 复数 名 = 二 i 为 =za 十 风 s， 若 存在 2 
使 得 


wt 


Ss 十 2 一 1 (11) 
则 称 2 是 由 复数 2 及 za 和 相 没 后 得 到 的 复数 , 记 作 
2 一 2%1 一 2 
设 z= 一 ?十 锐 ， 则 由 复数 相 加 的 定义 , 由 (CT) 可 以 得 到 
(2a 十 2 Ya ty) + yi 


再 由 复数 相等 的 规定 得 到 
Tat Hv, YetY = Yi, 
由 此 得 2 
a 多 一 入 一 2 — (21— C2) + oY Ya). 


从 上 上 述 讨论 可 看 出 ， 两 个 复数 相 减 后 得 到 的 复数 是 唯一 的 
这 样 ， 复 数 的 羧 法 运算 与 实数 的 减法 运算 在 形式 上 也 没 
有 什么 不 同 . 
由 于 复数 相 减 是 作为 复数 相 吉 的 逆 运 算 来 定义 的 ， 而 复 
数 相 加 符合 向 基 按 平行 四 边 形 相 加 的 法 则 ， 因 此 着 复 数 机 减 
下 
基 ( 兄 加 13). 


3) 复数 的 导 法 ” 设 复数 一 ti 十 名 1，29 一 Va 十 a 定义 
两 个 复数 zi 及 za 的 习 法 为 ; 
Zi53 = (wats— VY) Tmyat Loy). (12) 
它 可 以 看 作对 两 个 复数 表示 式 用 分 配 律 进行 运算 ， 芽 注意 到 
部 一 一 1 而 得 到 的 ， 
.【 例 3] 设 入 =1F 和 名 zo= M3 十 6 求 z12z. 
解 : 2 一 《1 十 让 (V3 + 让 
VB -Hitivy 3 -1 
~(MV3—1)+i(1-t V3). 
若 将 复数 各 及 有 如 写成 三 角 表 示 式 及 指数 表示 式 时 : 
21 = T1008 isin 0) 一 六 Ci， 
29 =Ta(COS Ga ts sin 03) 一 人 2pio 
则 由 公式 :8) 得 到 
Zi29 = m1CCOS HI + Soin Di) ralC0s ts i-iain 0,) 
—71To[COS (D1 + 9) iginth + 0)] 
= Tre + (18) 
由 此 推出 
[za | = 1%1, |23|, Arg(ega) = Argrt Argzo, (14) 
因此 , 两 个 复数 乘积 的 横 等 于 它们 的 模 相 有 乘 , 两 个 复数 习 积 的 


“从 公式 (18) 可 以 看 出 ， 复 数 相 乘 的 几何 意义 是 将 复数 
2 放大 12a| 倍 ， 然 后 将 甚 辆 角 按 道 时 镍 方向 旋转 一 个 角度 
Arg za， 即 作 一 个 相似 变换 , 然后 青 作 一 个 旋转 变换 亏 得 ， 

【 例 4] 求 复数 z=re” 的 下 整数 次 短 zz. 
解 ， WRB ee pe pe -a ind 
A 
% 个 名 个 
=7"(ensngd + isinng)., 


特别 地 , 取 > 一 1， ,上 商 等 式 就 是 
{co onind "= on ssinng, 
这 就 是 著名 的 德 英 弗 (De Moivre) 公式 .， 
【 例 5j 求证 
cs39 -= cos 0 —3 0c0s6 sin’0, 
Hin30—3c05 0 sn — sin 
解 ， 根 据 德 莫 弗 公式 
Cos 30 +isndg (cos 0 +-inind)s 
— 08 + 83008 0 sin 人 
-BcosD(d ein20) 4- (ssin 的 3 
= (C08° fF— Beco080 sin?0) 
-1-2(30608 0 gin f— sins f), 
比较 上 式 丙 端的 实 部 与 虚 部 不了 立刻 得 证 ， 
4) 复数 的 陈 法 ”复数 科 除 是 作为 复数 相 弱 的 逆 运 算 来 
定义 的 ， 设 有 了 黄 个 复 激 和 一 十 i 加 一 2 十 ya, 用 %3 关 0, 漆 
存在 复数 使 得 


Yo% 一 2 


则 称 2 是 由 复数 2 .4 zs 相 除 后 得 到 的 复数 ， 记 作 z= 和 谤 
2 一 td， 其 由 复数 想 线 的 定义 ,从 (12) 呆 以 得 劲 
Ko Ton— YY) yat tw) — 1 dy, 
丘 出 两 个 复数 可 等 的 规定 得 到 
TB YY Vat tay ~ i, 
得 Pe 
由 此 解 得 Te 
如 
2 十 人 2 (C15) 
i 十 玫 胡 十 氏 


由 此 看 出 ,两 个 复数 相 除 的 商 也 是 唯一 的 . 
公式 (35) 也 可 由 另 一 种 运算 得 到 : 
在 等 式 ze 一 22， 即 
(wat dya) (4 +oy) = tt ys 
的 两 端 乘 以 Za 一 说 3: 
(za— iya) (oa -His) (%+iy) 一 (24 t+ ig) (xa — ya), 
得 22+ (s+iy) = pirat Ya) + tvayi — 1Y3), 
将 上 式 两 端 再 除 以 好 十 饶 即 得 到 (5)、 此 外 , 还 可 以 形式 弛 
从 
my) (tao) 【ca 十 ig) (za 一 他) 


za。 《2a 十 多 3] (za 一 ?ja) 友 十 弦 
二 Y10a 十 区 1103 ;Tay1— V1Ya 
” 懂 十 咀 人 十 4 
得 到 (15). 


如 果 将 这 些 复 数 都 写成 三 角 表 承 式 或 推 数 表 示 式 ， 利 用 
公式 (14), 则 得 
laallzs|=|zr} 及 Arpgzst+Argz=Argzi, 
从 而 得 


lz|= | -各 及 Argz=Arga—Argr, (16) 
即 
En | 六 | ta ma 一 ATS 1) 
Ep] Es 
= [eos(0, —0) +isin(O—65)], (17) 
其 中 HT Zo To00, 


”从 公式 C17) 可 以 看 出 ， 复 数据 除 以 复数 吉 的 几何 意义 


“— 一 


是 : 将 为 缩小 |zs| 们 ,然后 将 其 幅 角 按 顺 时 针 方 向 再 旋转 一 
个 角度 Argzs, 因而 也 就 是 在 作 了 神似 变换 后 再 作 旋 转变 换 . 


_ 十 多 
{例外 ] 求 2 二 a 
解 ， 


.和 《1 的 (3 一 多 
MB3ii (V3+4d) (VE) 
V3—StiVS+i— 人 

(VV 3 )2-H12 


_V3HlHiCWS 一 四 
4 


2 一 


MEtl te NEL. 


总 结 上 述 起 、2)、3)., 沁 的 讨论 ， 容易 看 出 , 复数 的 运算 
共有 以 下 规律 : 

(一) 设 思 及 z4 是 复数 ， 则 及 二 + 加 也 是 复数 ， 这 性 质 称 
为 和 的 封闭 性 . 

(二 ) 设 名 ,%3 及 zs 都 是 复数 , 则 

为 十 (za 十 28) 一 (24 十 23) 十 2a 
十 9 二 的 十 %1， 

邑 满 足 关于 加 法 的 结合 律 与 交换 律 . 

《三 》0=0+Y0 是 复数 , 量 对 于 任意 的 复数 z, 都 有 0 十 z 
一 z 十 0 一 2， 称 为 关于 加 法 有 主 元 素 0 也 称 0 为 零 元 素 . 

《内 ) 对 于 任意 一 个 复数 有 一 个 复数 一 z, 使 得 z 十 
《一切 一 (一 纺 十 2 一 0， 称 为 关于 可 法 有 逆 元 束 一 2. 

代数 上 把 满足 以 土 四 个 性 质 的 数 系 称 为 构成 一 个 要 法 群 
(交换 群 )。 
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(五 ) 设 思 及 ”是 复数 , 则 zys 也 是 复数 ， 这 性 质 称 为 
乘法 的 封包 人 性 . 

(六 ) 设 入 ,各 及 za 都 姑 复数， 则 

Sa) 1g) 
ELT 一 Ral 

即 满 足 关 于 乘法 的 结合 律 与 交 欣 律 . 

(七 ) 工 是 复数 ， 对 填 任 意 的 复数 沪 都 有 二 2 3 一 5 
这 称 为 关于 续 法 有 主 元 柠 上 也 称 1 为 单位 元 宗 ， 

《 八 ) 对 于 任意 一 个 非 零 复数 2， 部 有 一 个 复 效 土 ,使 入 


Pi 


+ 


这 称 为 关于 乘法 有 有 道 元 素 二 


代数 上 把 注 足 上 述 5 基 ) 、《 六 ) (二 )、 CA 种 个 性 质 的 煞 
系 称 为 构成 一 个 乘法 群 (交换 群 ). 

( 九 ) 设立 为 政 辐 是 复数 , 刚 

《发 外 十 22]28 一 228 十 知 23， 

色 满 足 关 于 如 法 与 科 法 之 癌 的 分 配 律 ， 

代数 上 把 满足 记 有 小 述 九 个 性 质 的 数 的 集合 称 为 数 城 ， 
因此 全 体 复 数 就 是 一 个 数 域 ， 称 为 复数 域 . 

5) 复数 的 开 方 ”复数 的 升 方 是 复数 的 瑟 方 的 道 运算 , 设 
给 定 复数 因 = ros%， 求 所 有 满足 如 一 a 的 复数 所， 束 称 为 把 
复数 z 开 对 次 方 ， 或 称 为 求 z 的 nm 次 根 ， 表 为 凤 m 尽 a 或 
Wy -对 . ，， 

设 w=pe?, 则 由 am 和 及 根据 例 气 得 


- fel? = opt 
前 面 曾经 讲 过 , 两 个 复数 相等 的 充 要 条 件 是 其 模 相 等 , 帆 角 也 
禄 等。 由 于 6 是 %% 的 一 个 幅 骨 ,从 而 得 到 
人 
%2 一 如上 2 (人 是 整数 )， 


由 此 得 到 

p= ro, - 

. [aa 他 局 整数 )， J 
即 

0 一 地 而 一 fe 化 是 驶 数 )， (19) 


容易 看 出 ， 在 上 面 的 表示 式 中 ,只 有 当 上 =0, 二 …, w~-1 二 时 
所 得 到 的 复数 是 不 同 的 ， 而 在 为 其 他 整数 时 所 得 到 的 复数 
必 相 同 于 这 7 个 复数 十 的 一 个 。 因此 , 有 且 仅 有 % 个 值 满足 
4 一 2o， 即 一 个 复数 的 多 次 根 有 % 个 值 . 
【 例 7] 求 YIT5. 
解 ， 负 了 
41Ai VE(oos 开 +isin 革 )= < 2 


根据 (19) 式 得 


STFE VD)te: -3 (人 一 0, 1, 2, 3)， 
从 而 得 到 下 个 根 为 


to 一 六 (eos 种 -+ ZSIN -一 _ ee 2 


5 Cm 
= .i cos SE + isin 3 ), 
i I 16 16 


Wa= /2 (cos Tr +iésin TIE), 


13 = 8/2 (eos 8 25r 十 二 sin 2 | 

这 四 个 概 均 名 地 分 布 在 半径 为 
2 的 圆周 上 ,其 中 ?ee 的 旺角 为 
-有 ， 其 他 每 隔 可 分 布 一 个 点 ( 见 


图 4-4)。 
6) 共 胃 复数 ”复数 z= 十 
iy 的 共 搞 复数 定义 为 "一 饮 , 记 


2 作 - Z 二 2 一 馈 ， 
显然 有 - ]2 一 | 于， Argz2=—Argz. 
这 吉明 两 个 复数 英 儿 的 充 要 条 件 基 ; 它们 的 寞 相等 ， 幅 角 的 正 


+ 


共 轰 复数 的 几何 意义 是 ， 在 复 平 面 上 ，z 与 2 两 点 关于 
实 轴 对 称 . 
容易 验证 ， 共 加 复数 有 下 列 一 旦 重要 性 质 ， 
Ea ea | by) Co iy — tt ||; 20) 
8 一 g; 加 土 入 一 十 322; 


er ZI 21 
2Z123 F129 (三 )- = 
Za 


2 二 2 Zz 
ee 
这 些 尾 质 以 后 将 经 常用 到 . 
好 后 还 要 指出 ,对 于 任意 两 个 复数 各 与 加 , 下 式 
| 生 十 za1l 态 | 各! 十 | 加 | (21) 
成 立 ， 称 为 三 角 不 等 式 ， 在 嫉 多 9，z2 关 0 的 情况 下 , 当 且 仅 
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网 一 


当 =8eza 人 0) 时 ,于 式 等 号 才 成 立 。 孙 外 还 有 
| 入 一 后 | 关 骨 2 一] | (22) 
(214) 式 的 戌 立 是 很 明显 的 ,因为 从 复数 相 加 的 几何 意义 知道 : 
复数 打 、 2 知 与 飞 十 加 的 模 正好 组 成 一 个 三 角形 的 三 条 边 ( 郊 图 
1-3)， 几 于 三 角形 的 任意 两 条 边 的 边 长 之 和 jl 十 |zo1 总 大 
于 等 手 第 三 边 的 长 ,因此 就 得 到 不 等 式 (21)， 不 等 式 (21) 中 
缮 号 戌 立 的 几何 意义 是 :复数 如、%3 与 如 二 加 所 表示 的 二 个 向 
量具 线 且 同 向 ， 下面 给 以 严格 的 证 明 . 
由 于 不 等 式 (21) 的 两 边 都 基 非 负数 , 因此 不 等 式 (21) 等 
价 于 
[zz | (| 二 121) 
即 《si 十 2) 《21 十 33) C21| 十 |231) 
或 | Z122 二 2122o2|21) | za| ， 
事实 上 ,由 于 上 式 左边 蕉 两 个 复数 互 为 共 范 ,所 以 可 以 将 左边 
表示 为 2Rolz1zs)， 由 此 从 上 式 得 
Re(z1%0) < {ol |2a| ~ 1z1221. (23) 
由 公式 名) 知 ， 一 个 复数 4 的 模 显 然 大 于 或 等 于 其 实 部 , 因 
而 不 等 式 (23) 是 成 立 的 , 由 此 推出 不 等 式 (21) 成立， 
其 次 ,如 时 不 等 式 (21) 中 的 等 号 成 立 , 划 不 等 式 (23) 中 的 
等 号 也 成 立 ， 显 然 , (23) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 
Re z122>0 (24) 
及 Tm zz2=0 (25) 
同时 成 立 . 
设 思 一 rwe0 ,za 二 fa6 半 0， 册 公式 (25) 及 复数 共 辊 与 
可 乘 的 性 质 得 到 
[rn (FIT ,ER 一 Da )) i 


印 Jpa [yaopafeos(K 的 一 的) 十 二 ee 81))]=0, 


由 二 得 tin{8a— 0) =0. 


因而 
OO=kr (KK=0, +1, +). (26) 
局 理 , 由 公式 《24) 可 以 得 到 
cos(6s— 1) 0. 277 


将 (26) 代 入 (27) 后 可 知 , (26) 中 的 上 只 可 能 取 侦 数值 , 即 
Bo— 0 = 2mm (m=0, 十 二 他 
这 就 表示 复数 入 与 加 el 它们 区 相差 一 个 正 的 常数 
因子 ， 即 可 以 找到 一 一 ,使 4 =kzs. 
不 等 式 Ca) 前 迹 胃 是 居然 的 事实 上 , 内 过 利用 (21) 就 
可 以 得 到 
| 叶 | 一 | 人 一 四 -上 全 | 因 一 各 | 十 1 和 ml， 
即 | 和 | 一 jz; < 1s zl|, 
同 理 可 得 [za 一 | la|z |， 
归纳 这 两 个 个 等 式 就 得 不 等 式 (22). 
不 等 式 (22) 可 推广 到 多 个 复数 的 情况 ， 用 数学 归纳 法 ， 
容易 得 到 


， 1 ; | 
lz 


习 题 1.1 
于 ， 求 下 列 复 数 的 模 与 旺角 , 并 作 图 : 
(1) 3 二 (2) 3 一 3 Bi; 
( 鸭 一 14V3ii 《4) 一 工 一 站 


全 ) bi, 5 是 实数 ; 
(6) a+bi, 4 与 5 是 实数 (az#0). 
2、 获 下 列 复 数 的 实 部 与 虚 部 , 模 与 收 优 : 


一 fe 一 


CD 一 3; (9) 于 


人 CD (ULSD QFVTi); 
: 二 是 入 人 各 
(2 (人 (人 
.3。 求 下 列 根 式 的 值 ， 
CIy (2) Hor, 
(3) VT: (4) VY 3 OY 3—3i, 
4， 设 2 一 2 十 订 , 斌 证 ， 


1 : 
EN | 过 13 了 | -12 . 
v3 lt ly el ! :|zl + yl 


Cy 


. 设 名 是 1 的 次 根 , 如 关 1， 京 证 如 洪 四 方 弃 
1 十 zt 二 2 I 

6， 解 方程 弓 

ee 


3z; 十 记 yw 一 侣 一 31, 


第 二 匠 ”平面 的 点 集 及 区 域 


今后 ,我 们 所 研究 的 变量 都 是 复数 ,因此 称 为 复 变 量 . 复 
变 景 有 它 自己 变化 的 范围 ， 即 它 在 修平 画 上 的 某 个 点 集 上 变 
化 . 

【例如 求 满足 Rez=Jmz 的 点 集 . 

解 ， 设 > 一 zt 十 好 , 则 由 Rez 一 Jmz 可 以 得 到 直线 x- 9, 好 
在 平面 上 的 直线 2 一 y 一 0 上 的 全 体 点 . 

【 例 2] 求 连接 复数 15 及 2 所 得 线段 的 垂直 平分 绕 所 
构成 的 点 集 . 

解 ， 显 然 ,在 此 垂直 平分 线 上 所 有 的 点 z 满足 


— 4 < 


.| 一 代 士 动 | 一 |* 一 2 
将 上 式 两 端 平方 , 得 
《z 一 二 2 二 1 一 了 一 (5 一 2 十 的， 
即 zw—Yy=1. , 
[ 例 3] 求 记 点 加 一 (to, yo) 为 中 心 , 半径 为 五 的 贺 局 ， 
及 圆 的 内 部 所 构成 的 点 焦 . 
” 解 : 显然 ,在 此 圆周 上 的 点 * 满足 
]z 一 20| 一 了 
两 边 平方 后 ,根据 模 的 定义 , 得 到 圆周 方程 为 
(T—wo) + (Y— yo) = BR 
此 贺 内 的 点 2 满足 
[2—20| 二 五 . 
从 而 得 (2 一 0o) + (Y— yo) <B. 
下 面 简单 介绍 有 关 平 商 点 集 的 一 些 基本 概念 ， 
定义 1 平面 上 任意 一 点 ?6 的 邻 域 定义 汐 以 包 为 中 心 、 
以 某 个 正 数 p 为 半径 的 加 内 部 所 有 的 点 移 成 的 集合 ， 最 人 然 ， 
这 个 集合 就 是 1z 一 wo| 二 p, 记 作 Szo), 或 简单 地 用 SCzo 表 
十， 
定义 另 设 有 一 个 点 集 召 , 著 对 于 茶 一 点 2%%E 召 ( 即 zo 属 
于 点 集 召 ), 存在 一 个 邻 域 SCzo) 呈 如 ( 即 点 集 尺 (z0) 中 的 一 切 
点 都 属于 集合 辐 , 则 称 2 是 集合 如 的 内 点 ; 车 对 于 某 一 点 各 
( 它 不 一 定 属于 和 集合 如 ， 它 的 任何 邻 城 SCz2) 中 都 包含 有 和 集 
合 召 中 的 无 穷 多 个 点 , 则 称 点 实 是 集合 召 的 凝 表 点; 若 对 于 
平 而 上 的 某 一 点 22， 存 在 一 个 邻 域 SCzs), 使 得 SCx) 中 的 任 
何 点 都 不 属于 集合 互 则 称 点 zo 为 集合 召 的 外 点 . 
定义 8 若 点 集 召 的 每 一 个 点 都 是 吾 的 内 点 , 则 称 集 合 
召 为 开 集 ; 著 点 集 召 的 所 有 的 凝聚 点 都 属于 集合 如 则 称 集 
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TYR yt 


合 如 为 闭 集 . 

{人 蚀 条 设 点 集 召 为 所 有 满足 1z| <1 的 点 z 所 构成 欧 
千 合 , 则 

1) 吾 中 任何 一 点 xo 都 是 内 点 , 且 如 为 开 集 ; 

2) 集合 141 和 1 上 任何 一 点 为 都 是 加 的 闭 聚 点 , 从 而 推 
出 集合 izj 和 是 闭 集 ; 

3) 集合 iz; 1 上 任何 一 点 知 都 是 吾 的 外 点 . 

解 ， 对 于 任何 一 点 zo: |zof 之 1， 可 以 构造 以 26 为 中 心 , 半 
径 小 于 1 一 iso| 的 加 Slzo)。 显然 ， 


2 
这 个 图 全 部 帮 位 于 集 合 1z: < 工 内 . 一 
因而 按 定 义 ， 和 是 内 点 ， 且 2 WON 
dl | 
. a 


是 并 集 ( 兄 图 1-5)。 从 小 述 讨论 可 
以 看 出 ， =! 一 ! 内 任何 一 点 还 都 是 Se 
凝 农 点 . 此 外 , 荐 有 -~ 点， 1 
则 容易 看 出 ,的 任意 一 个 令 城 
Sz) 中 包含 有 |z| < 工 中 无 穷 多 个 本 15 
点 ,因此 二 也 是 集合 |z| <1 的 凝聚 点 ， 因 而 ,集合 |z| <1 的 
所 有 凝聚 点 的 集合 为 zi <1， 即 1z| <1 是 一 个 闭 集 ， 域 后 
对 于 任何 一 点 入 ,| 加 | > 工 可 以 构造 一 个 以 如 为 中 心 ， 闪 径 
小 于 || 一 1 的 转 (zs), 显然 这 个 加 与 加 |z|<1 没有 交点 ， 
即 圈 S(zo) 中 任何 -~ 点 都 不 属于 集合 1:| <1， 按 定义 ，% 是 
集合 jz| <1 的 外 点 ( 见 图 1 人)， 

定义 4 平面 上 具备 下 列 丙 个 性 质 的 点 集 也 称 为 区 域 : 

1) 思 的 每 个 点 都 是 内 点 ( 开 集 性 质 ); 

2) 刀 的 任意 两 个 点 ， 可 用 一 条 整个 局 于 D 的 折线 连接 
起 来 (连通 性 质 )( 见 财 1-6)， 

定义 5 设 力 是 区 域 , 点 押 不 属于 了 但 为 的 任意 一 个 
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领域 内 都 包含 有 九 内 的 点 ， 周 点 和 称 为 五 的 边界 点 ， 万 的 
全 部 边界 点 构成 一 个 点 集 0, 称 为 区 域 D 的 边界 ， 一 .个 区 域 
疙 加 上 它 的 边界 所 构成 的 集合 五 = 厂 -.O 称 为 用 区 域 ( 旭 图 
1-6), 


图 1-€ 图 1-7 


定义 6 对 于 一 个 集合 召 ， 共 存在 一 个 以 原点 为 中 心 的 
圆 !%j < 如 ， 使 得 吾 中 所 有 的 点 都 位 于 这 个 图 内 ， 巾 称 如 为 
有 界 的 ; 否则 ,就 称 召 是 无 界 的 . 

{ 例 5] |z|<1 是 区 域 ，|z| = 工 是 它 的 边界 ，|z|<1 是 
骼 区域。 它们 都 是 有 界 的 . 

【 例 6] 由 两 个 圆 jz 一 |<1 及 |z+i|<1 的 内 部 记 构 
成 的 集合 召 基 开 集 而 不 是 区 域 ( 图 1-7)， 

事实 上 , 名 是 由 内 点 所 组 成 , 这 是 很 明显 的 . 因此 召 是 
入 集 。 其 次 , 于 圆 jz 一 1 <1 办 任 到 一 点 2 于 较 | 二 LT <I 
内 任 取 一 点 sa， 显 然 光 法 用 一 条 完全 属 主 五 内 的 折线 连接 这 
两 个 点 。 因此 瑟 不 是 区 不 但 它 是 由 两 个 区 域 所 织 成 的 集 
合 . 

我 们 知道 : 若 z(b) 与 yl 们 是 两 个 在 区 间 asts0 上 角 
实 连续 函数 , 则 方程 组 


一 20 一 


1 
y=y(t), 
婚 在 平面 二 确定 了 一 条 连续 曲线 、 如 果 令 
gr gt, oei<b, (1) 
这 条 连续 曲线 就 可 以 用 方程 
z=z(t), atssp 

来 措 写 ， 

定义 了 连续 有 曲线 C: 

2=2(f) =2(0 iy(t, CEA 三 

称 为 简单 齐 线 ,如 果 对 于 任意 两 个 数 贡 ts (49, 6<tos 
5), 由 右 关 三 可 以 推出 %( 胡 ) 寺 x(12)， 闭 在 曲线 的 两 个 端点 
g、 可 设 例 外 ， 吐 zc = 民风 
称 曲 线 C 为 简 党 闭 曲 线 . 

一 个 简单 闭 曲 线 C 可 以 将 平面 
分 为 黄 个 迟 城 ， 其 中 有 一 个 是 有 界 
的 ， 秘 为 C 的 内 部 ; 另 一 个 是 无 界 
的 , 称 为 CO 的 外 部 , 沿 著 一 条 简单 闭 
曲线 G 有 两 个 相反 的 方向 ,其 中 一 图 1-8 
个 方向 是 ， 当 一 个 观察 者 顺 此 方 辐 沿 C 前 进 - 一 立时 ,CQ 的 内 
部 一 吉 存 G 的 左 方 , 邵 道 时 针 方 向 , 称 为 正方 向 ; 另 一 个 方向 
是 : 当 观 察 者 顺 此 方向 消 C 前 进 一 图 时 ，C 的 外 部 一 直 在 忆 
的 左 方 ,其 顺 暑 针 方向 , 称 为 负 方向 ( 见 图 1-8). 

【[ 例 7] 曲线 x 一 cost (0<<t<mw) 是 简单 曲线 . 

事实 上 , 它 显 然 是 一 个 连续 生 严 格 单 调 下 洽 的 沂 数 . 因 
中 当 和 天 相国 (0 寺村 碌 TT 0 太志 及) 有 C0st- 关 C084， 

【 铺 8]】 曲线 z=e 0<t<2oz) 是 简单 坷 上线 . 

事实 上 上 ， 函 数 > 一 昱 一 costT4sint 的 实 部 与 虚 部 在 区 问 


0<4<2m 二 的 连续 性 是 显然 的 。 此 外 存 失 一 ez， 即 z(0) 一 
2(2z), 下 面 证 明 ,对 于 任意 两 个 四、 轨 (0 二 2,0 二 27) 
车 满足 呈 一 et 则 必 有 而 一 直 =28 (=-0， 圭 1， …)， 即 去 与 
如 只 能 取 值 0 与 2， 用 于 吕 一 扣 ， 因 此 得 到 4 = 上 再 
比较 实 部 与 虚 部 ,加 得 
cosf 王 一 加) 一 1， Si 人 (一 如] 一 0. 

出 上 述 第 二 式 得 五 一 思 一 上 rr， 其 中 天 为 任意 整数 . 再 由 上 述 
第 一 式 看 出 必 为 偶数 , 即 所 一 如一 27r 个 一 0， 士 1 外 
于 下 与 吉 满 足 0< 碳 科 2r，0< 如 委 2r， 因 此 这 两 个 数 必 十 台 
号 2x5， 从 而 证 明了 它 是 一 个 简单 闭 曲 线 ， 从 几何 上 知道， 
它 是 一 个 以 原点 为 中 心 ,半径 为 4 的 闭 贺 周 ， 

定义 8 设 呈 为 一 区 域 , 若 属于 了 的 任何 简单 阴 曲 线 的 
内 部 仍 都 属于 石 ， 则 就 称 了 五 为 单 连通 区 域 ; 称 非 单 连通 区 域 
为 多 连通 区 城 . 

【 销 9] 图 lz|- 一 如 是 一 个 单 连通 区 域 ; 而 殴 环 0 二 吾 到 
|z|<< 呈 就 是 多 连通 区 域 . 

定义 9 设 z=z(2) (a<t<5b) 是 连续 曲线 ， 任 取 一 上 种 数 

= (2) 

以 及 此 南 线 上 相应 的 一 哩 点 当 一 2 区 (7 一 0 1，…' m0) 将 这 
些 点 用 折线 Q 连接 起 来 , @ 的 长 度 为 


1 加 
如 果 对 于 所 有 的 数列 (2), 量 三 有 上 滑 界 工 =anpTn， 则 称 曲 
线 是 可 求 长 的 ,其 弧 长 即 为 工 


定义 10 设 =-~z(b (astsso) 是 简单 蔓 线 , 也 可 以 是 闭 
曲线 .车 z(b) 在 esis2 上 有 连续 导数 2 (机 一 汶 ( 电 十 旨 他 )， 
且 z*( 纹 和 0 (这 表示 此 曲线 有 连续 变动 的 切线 )， 则 兹 曲线 称 


一 人 双 2 -= 


为 光 尖 曲线 ， 由 儿 段 光滑 曲线 所 组 成 的 曲线 称 为 乏 绕 光 知 
线 ， 

由 微 积分 学 知道 , 逐 段 光滑 雪线 必 是 可 求 长 曲线 (可 参看 
1 M. 菲 赫 金 哥 尔 菊 著 < 微 积 分 学 教程 第 三 卷 第 一 分 册 ,1 
5 和 82~85 页 ), 其 长 度 为 

-| VT yd. 
今后 我 们 所 提 到 的 曲线 , 除 特 别 声 明 外 ， 都 指 逐 段 光滑 栗 线 , 
习 题 1.2 

1 ， 求 满足 下 列 关 系 式 让 的 的 集合 , 并 作 图 日 说 明 哪 些 是 区 域 , 那些 

不 是 区 域 : 


CD |z 一 让 二 区 1 十 (二 上 | > 上 1z 二 中 一 省 


(2) je 一 2 二 2， 鸭 一 2 二 za; 


{《3) 3 二 Re 二 3; (4} 13 一 上 =1z+1|; 
(BD |z| < | 一生 1 KG) 1131 一 [一 Resz: 
{7) |#—2|— :z+2 ~1, 3) |#—2| 十 | 一 总 | 去 局 


(9) | 本 | a 


2S—Zo 
{10) are 二 一 中 sma 
2. 斌 证: 对 任何 实数 J 有 e5 寺 0. 
3， 设 复数 z 从 z=1 开始 , 沿 半 曲线 1 = 工控 道 时 针 方向 旋转 ， 疫 旋 
转角 度 为 98， 试 分 别 就 9=33-、 0=wm、# 一 2 三 种 情况 米 讨论 由 下 
列 蚤 数 得 到 的 曲线 ; 
C1) n= 32; (2) w= > 


(3) w=2; (4) 2C 一 4 -2)2, 
和. 设 >-3(8DKC0c34sp) 峡 光 育 一 线 , 天 此 则 线 上 每 一 点 的 切线 对 z 轴 
的 舌 和 角 的 正 动 


第 三 节 序列 与 级 数 


号 .1 序列 的 极限 


大 家 知道 , 在 微 积 分 学 中 ,实数 序列 的 极限 概念 是 微 积分 
学 前 基础 。 在 复数 域 中 , 复数 序列 的 极限 同样 是 复 变 函数 的 
微 积分 学 的 基础 。 现 在 引入 复数 序 训 的 极限 概念 ， 

定义 1 设 z， 2 …', 2 … 是 复数 序列 , 记 作 {2z}。. 如 
果 任 给 正 数 s>0, 存在 自然 数 友 , 使 当 ?> 站 时 ,总 有 

jx 一 31|<s (DD 
成 立 。 则 称 复数 序列 {zs} 收 人 证 于 复数 加 ， 或 称 {和 以 加 为 
极限 ,并 用 下 商 的 记号 表示 ， 


lim 为 一 so 或 加 一 sp， 
1 十 ~ 


规 在 解释 极限 的 几何 意 又 ， 久 宫 为 中 心 ， 为 半径 作 圆 


| .0)， 因 为 |m…so| 表示 点 加 

| seco 与 点 加 之 闻 的 距离 ， 因 此 关系 式 
a 0 (全 表示 : 当 半 充分 大 时 (mp )， 
站 人 序 刊 {j 中 所 有 的 点 加 都 位 于 

| zo 的 邻 域 S.(s0) 中 ， 这 与 微 积 分 

图 19 学 中 的 极限 的 几何 意义 有 类 似 之 


处 ,在 那 里 是 当 足 标 充分 火 时 ,序列 中 的 点 都 位 于 以 极限 秆 为 
中心、 长 度 为 26 的 小 区 间 中 ; 现在 序列 中 的 点 是 位 于 以 极限 
值 为 中 心 ,家 答 为 28 的 小 并 中， 

定理 1 序列 {2%} 以 加 为 极限 的 充 取 条 件 是 

1) lim ma--Xo 及 lim yh ~ go, {2) 
其 中 思 一 zn 十 iyn 《2 -1，2，…")，z0 一 Xo 十 igjo, 或 


J 


2) 当 zs0 时 ， 
lim |zoj 一 |zol 及 lm Arg «~ =Arg zo, (3) 


【证 】 先 证 明 1); 
必要 性 ， 由 第 一 节 公式 (2), 得 
[zol <| 一 zo| 及 | 加 一 四 | 委 | 和 一 2 

因此 从 (就 立刻 得 到 (2). 

充分 性 ， 由 第 一 节 公式 (2), 得 

| 加 一 知 | 所 12n 一 zol 十 19 一 ol 

因由 从 (2 也 立刻 得 到 (1)， 

其 次 证 明 2); 

必要 性 ， 出 第 一 节 中 的 三 角 不 等 式 (22), 得 


‘| | oi 


出 此 从 人 就 哥 推 帅 lim |zi 一 |zo; 。 再 证 明 (3) 的 后 一 个 式 
子 ; 设 Arg 名 一 Bo 《下 定 一 个 值 )， 
由 GD) 可 看 出 : 当 a> 玉 时 ， “| 


“| 一 


点 名 位 半 以 0% 为 中 线 , 两 边 的 


张 角 各 为 9: 一 sin je | 
区 域 中 ( 见 图 1-10)， 因 此 可 取 
Argzn 的 一 个 值 , 使 满 足 1 19 


|Argzaa 一 名 Sp min TT 
TO 
这 就 证 明了 (3) 的 第 二 个 式 开 ， 
充分 性 ， 出 十 
2 一 |za COSCArg Zn)}, Yn= i2n|sin(Arg 2,, 
利用 余 纺 及 正弦 函数 的 连续 性 ,从 《3) 式 立刻 得 到 


-~ 25 一 


Hm 0 0 一 [zo0}c08: Arg 20), lim 一 [zjsin (Argzo)， (4) 


根据 第 一 节 中 的 不 等 式 (2), 得 
[zo < |ga 一 加 | 十 19s 一 gel), 
由 此 从 {4 就 立刻 得 到 (1 了), ]】 
微 积 分 学 中 的 极限 运算 法 则 在 这 里 也 成 立 . 
定理 % 设 序列 fo 与 刀 } 分 别 有 极 限 为 如 及 加， 则 


Lm “=20, lim z, ==», WO) 
We 


B+o 
1) Lim (zn+25) 一 知 十 20; 
用 一 二 ce 


2) lim Zn = 2020; 
i 


Zo 
3) lim -2 姑 一 一 ,为 过 0. 
N+ oo 2 20 


这 个 定理 的 证 明 与 微 积分 学 中 的 证 明 类 似 ， 只 要 以 复数 
中 的 三 角 不 等 式 代 替 那 里 用 的 绝对 值 不 等 式 即 可 ， 请 读者 自 
已 证 明 ， 

定义 多 对 于 一 个 复数 序列 {zj}, 如 果 存 在 一 个 正 数 了 NY， 
使 | 加 1 委 弄 人 一 二 2，…)， 就 称 {z} 是 有 界 的 ; 否则 , 就 称 
{zs} 是 无 界 的 , 

与 上 一 节 的 定义 6 对 比 , 可 以 看 出 ,这 里 的 序 娩 {2,} 相 
当 于 定义 6 中 的 集合 五， 

显然 ,有 极限 的 序列 一 定 是 有 界 的 (请 读者 和 白 己 证 明 ), 但 
是 ,有 界 序列 却 不 一 定 有 极限 , 如 序列 {一 1) 喇 就 是 如 此 . 

定义 3 对 于 一 个 复数 序列 {zs}， 如果 任 给 避 二 0, 可 以 
找到 自然 数 育 , 使 当 m> 育 时 ,有 


就 称 {zo} 趋向 于 oo, 记 作 


lim 一 co. (6) 


ntoo 


从 几何 上 看 , 序列 {zs} 站 向 于 co 是 表示 : 任 给 一 个 以 愿 
点 为 中 心 , 半 径 为 开 的 大 圆 |z! 志 条 , 订 以 找到 一 个 足 标 访 ， 
尖 %>> 时 ,对 应 足 标 nn 的 复数 加 就 一 定 在 此 大 到 之 外 . 

应 当 指 出 ， 像 在 微 积分 学 中 一 样 ， 这 里 也 存在 着 复数 序 
列 {2s} 收 全 的 柯 西 (Cauchy) 判 别 法 ; 

定理 3 复数 序列 {2,} 有 极限 的 充 要 条 件 是 ; 任 给 s>0， 
可 以 找到 不 ,使 当 mw> 下 时 ,对 于 任何 自然 数 m, 有 有 

| 和 rm 一 为 | 之 2. (6) 

【证 】 必要 性 ， 设 Jim xm 一 za， 根据 极限 的 定义 ， 任 给 

se>0. 存在 自然 数 育 , 使 当 m> 时 ,总 有 


0 一 0| 二 三 ， 


因 矿 对 任何 自然 数 mr, 也 有 


[van 2 zo| < 地 


利用 三 角 不 等 式 及 上 而 两 个 不 等 式 , 容易 得 到 
[rm 2n| = | n+mO— 0 20— 2 | 
[zm 一 加 | 二 | 和 0 一 入 | < 

充分 性 ， 设 条 件 ( 人 ) 成 江 , 令 包 一 zn 二 iys， 则 由 第 一 节 不 

等 式 (2) 得 到 
:ratm— tn| SS |Zn nO—n| < 

及 [nim— dS |2ntm—2n| < 
由 此 拱 据 实数 序列 的 柯 西 淹 别 法 知道 ， 存 在 琴 个 实数 zo 及 
go 全 


lim zs 一 zo， lim an =:2o， 
N+ 


n+ 


3 


再 应 用 定理 工 就 得 到 
lim % = lim (vn+iya) —roiiyo. 1 


十 om 


号. 忆 矩形 沸 定 理 ” 列 紧 性 定理 ”村 盖 定理 


大 家 知道 , 在 实 轴 上 , 区 间 套 定理 、 列 紧 性 定理 .加 盖 定理 
等 在 各 种 理论 研究 中 起 到 很 重要 的 作用 ， 它 们 刻 划 了 实数 的 
连续 性 .同样 , 在 平面 上 也 有 类 似 的 定理 , 这 就 是 下 列 的 

定理 和 (和 抢 形 套 定理 ) ” 设 有 一 串 定 形 B= fen<zs 和 pw 
on<sdgS 和 oj (= 一 1 2,…), 且 是 标 较 大 的 矩形 都 包含 在 足 称 
较 小 的 矩形 中 , 即 及 汪 轧 二 … 二 有 R, 二 …， 又 设 矩 形 BB, 的 对 
角 线 D, 一 0， 则 有 且 仪 有 一 个 点 属于 所 有 的 矩形 B (%=1， 
2， 可 

【证 】 先 证 明 存 在 性 ;根据 定理 徇 条 件 ， 区 间 序 询 = 
{an 世 w 坟 Ds} 满足 二 mp 过 过 区间 序列 BB 一 {cn 志 
gy 所 4} 满足 B81 二 Ba 刁 … 实 Br 二 …, 此 外 区 癌 ow 的 长 天 bs 一 an 
夺 DD 一 0; 区 间 Bi 的 长 度 一 oo 所 DD,->0。， 电 此 根据 区 闻 僚 
定理 ,存在 实数 ao, 它 位 于 所 有 的 区 间 ow 一 1，2,…) 中 , 即 


OAR 
同样 存在 实数 go， 它 位 于 所 有 的 区 间 Bu 人 na 一 二 2，…) 中 ,时 
GRO 
出 此 可 看 出 , 点 (Qo, 580) 属于 所 有 的 害 形 BB (n=1,， 3, …)，, 
再 证 明 唯 一 性 ， 如 果 存 在 两 个 点 za 及 加 , 它们 都 属于 所 
有 的 矩形 Bsmt，2,…)， 根 据 直 和 色 的 定义 ,应 该 有 
[So 一 zw 所 D, > 0. 


即 zo 一 为 . 也 即 存 在 两 个 点 是 不 可 能 的 , 这 就 证 明了 淮 一 性 ,】 
- 38 - 


定理 55( 列 紧 性 定理 ) 设 复数 序列 {ww} 是 有 界 的 ， 虽 必 
存在 一 个 收 和 敛 的 子 序列 {an}. 
【证 】 由 于 复数 序列 {zn} 有 界 ， 由 本 节 定 义 2 可 知 ,， 必 
ee R= {arb CYy<H}, 使 得 zn € Ri(n 一 
“). 任 取 其 中 一 个 点 , 记 作 ,€ BL， 将 此 矩形 及 均 
ee 它们 的 边 长 分 别 为 大 来 矩形 边 
长 的 一 半 ， 显然 ， 这 四 个 小 矩形 中 ， 至 少 有 一 个 包含 有 序列 
{a} 中 的 无 穷 多 个 点 .否则 ,序列 {zw} 就 仪 有 有 穷 多 个 点 了 
任 取 一 个 具有 二 述 性 质 的 小 矩形 , 记 作 Rs= {as<% 所 52, Ca 所 
4g<cj， 此 第 形 的 边 长 为 
如 二 加 oa 
2 2 


Da— to 一 ” 人 一 Ca 一 


_ 并 在 此 矩形 中 任 取 一 个 fz} 中 不 同 于 3 的 点 , 记 作 xu,E 吾 *. 
下 面 再 将 短 形 Bs 均 分 成 四 个 提 同 的 小 托 形 ， 其 中 也 必 有 有 一 
个 矩形 B= {0aa<zbs，03Yy 人 ds} 包含 有 {zw} 中 本 同 二 岂 
经 选取 过 的 加, 及 名 ,的 点 , 记 作 ,EBa， 此 给 形 前 边 长 为 


及。 一 ty pb1— a 
了 


bs 和 
人 一 Pa di 
2 2 

这 样 . 吾 分 下 泌 ， 应用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 对 于 任意 的 
必 存 在 一 个 矩形 五, 一 Wt Gndm}， 其 边 长 为 
3 一 oa 一切 元 全， oo 一 or 一 人 二，Rn 包含 有 序列 fj 中 一 
个 点 加。 它 不 同 于 前 曾 世 经 选 册 的 点 3 这 
梓 , 就 得 到 了 一 串 矩 形 序列 局! 驴 及 2 汪 … 有 Rm 忆 …， 以 及 一 吊 点 
列 {8,}， 且 矩形 召 。 的 对 角 线 长 度 、 


ts —0s= 


:- 29 -- 


Dn VY (Bm— Qm)3 十 (dn 一 Oo 
3 本 一 CH 
-< 和 和 + ( Se -> 人 0, 
由 定理 4 可 知 ,存在 且 只 存在 一 个 点 加 一 《4o，bo) 属 二 所 有 的 
Rn(m=—1, 2，…) 
现在 米 证 明 


lim 2 一 20. (7) 


事实 上 , 任 给 s>0， 以 2 为 中 心 , 半径 为 上 作 一 个 圆 Ss(zo). 
由 于 加 EBRn(m 一 二，2,…')， 朋 Rm 的 直径 Dn 一 0, 因 此 必 存 
在 一 个 数 儿 >>0, 使 当 mm 一 上 时 ,所 有 的 矩形 RaCSs(z0), 亦 
即 所 有 的 点 msESs(zo), |z, 一 加 | 二 s， 这 就 证 明子 (7) .3 

定理 6 覆盖 定理 ) 设 下 是 有 界 闭 集 , 到 是 一 些 圆 的 集 
合 (实际 上 只 要 是 开 集 即 可 ), 且 玉 覆盖 所， 这 表示 对 于 五 中 
的 任 一 个 点 2， 在 下 中 一 定 可 以 找到 一 个 园 ， 使 点 z 属于 这 
个 贺 , 则 在 站 中 一 定 可 以 找到 有 限 个 圆 , 也 履 盖 闭 集 卫 . 

【证 】 出 于 闭 集 叉 有 界 ,根据 上 闻 定 义 6 及 本 节 定义 2 
一 冠 存在 一 个 闵 矩 形 召 ， 其 边 平 行 于 坐标 轴 , 且 PCR 

用 反 证 法 . 候 设 定理 的 结论 不 对 我 们 对 估 形 召 应 用 
定理 王 的 证 时 方法 ， 分 成 四 仿 相 等 的 闭 矩 形 ， 召 5， 忆 :s，2ls 
及 瑟 ;:， 考 嵌 闭 矩形 Rw 0 一 1 2, 3, 4) 与 闭 集 三 的 交集 Gy 
《一 二 2 3, 4)， 显然 Gu 也 都 是 财 集 ， 其 中 至 少 有 一 信使 得 
定 尾 的 结论 世 不 对 《否则 ， 若 对 于 这 四 个 集合 ， 定 至 的 结论 
都 成 立 的 话 ， 那 么 对 六 集合 五 ， 定理 的 结论 也 应 该 成 立 , 但 
这 与 反 证 法 的 假设 相 矛 导 )， 我 们 取 其 中 的 一 个 集合 , 把 它 对 
应 的 闭 矩 形 记 作 EBs， 这 样 不 断 地 分 下 去 , 用 数学 归纳 法 可 以 
证 明 , 对 每 一 个 自然 数 存在 闭 征 形 有 CR :CC 宪 
们 的 边 都 平行 于 符 标 加。 它们 与 到 相交 后 得 到 的 集合 使 得 
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定理 的 结论 仍 不 成 立 ， 由 于 这 些 抢 形 的 构造 方法 问 前 三 定理 
5 的 证 明 中 所 述 的 一 样 , 故 可 以 知道 ， 其 对 角 线 的 长 度 D 赵 
向 于 零 、 因此 根据 定理 4， 必 存在 一 个 点 加 属于 所 有 的 
人 ma 一 1 2 …)， 并且 以 和 为 中 心 的 任何 一 个 圆 SCz) 中 必 包 
含有 足 标 足 够 大 时 的 矩形 ， 所 以 必 包 含有 已 中 的 点 。 这 样 ， 
和 必 是 王 的 凝聚 点 ， 根 据 闭 集 的 定义 ,，‰E 五 .由 定理 的 条 
件 知道 ， 在 五 中 存在 一 个 圆号 包含 ws。 河 样 ， 当 足 标 nn 充 
分 大 时 ， 所 有 的 让 形 R。 也 必 全 部 位 于 & 中 .因此 5 就 覆盖 
了 始 与 五 的 交集 ， 这 就 违反 了 原来 的 构造 方法 ， 因 为 在 构 
造 豆 时 ,我 们 认为 关于 Bs 与 五 的 交集 ,定理 的 结论 不 成 立 . 
这 就 引出 了 矛 质 。 从 而 证 明了 定理 的 结论 是 对 的 ，】 


33.3 复数 球面 ”无穷 远 点 


第 一 节 中 已 经 讲 过 ,在 平面 上 引入 了 直角 坐标 系 以 后 , 揽 
数 可 以 与 平面 上 的 点 一 一 对 应 起 来 。 现在 此 找 一 个 球 曾 , 使 
得 复数 也 能 与 球面 上 的 点 建立 一 一 对 应 的 关系 ， 从 而 引进 无 
穷 远 点 的 概念 

取 一 个 球 心 在 原点 、 半径 为 1 的 单位 球面 , 作 。 轴 , 使 得 
它 与 平面 上 已 给 的 直角 坐标 系 0og :| 
相 垂 直 , 且 构成 右手 直角 坐标 系 ，。 


轴 的 正方 向 与 此 单位 球面 的 交点 记 

作 友 , 称 北极 ; z 辆 的 负 方 向 与 此 单 CN 
位 球面 的 交点 记 作 S， 称 南极， 考 
虞 起 点 在 北极 六， 迁 过 球面 上 任意 s 
点 2 的 射线 , 它 与 Ozy 平面 相交 于 


一 点 , 记 作 有 反之 , 起 点 在 北极 广 图 111 
通过 Omy 平面 上 任 一 点 2 的 射线 与 单位 球面 也 只 交 于 一 
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点 , 记 作 如。 这 样 ，Ozgy 平面 土 所 有 的 点 与 单位 球面 土 所 有 
的 点 (除了 北极 访 以 外 ) 就 建立 了 一 一 对 应 的 关系 , 也 即 所 有 
的 复数 与 单位 球面 上 所 有 的 点 《除了 北极 入 以 外 ) 建立 了 一 
一 对 应 的 关系 ， 此 外 , 单位 球面 与 COzg 平面 的 交 线 显然 是 吏 
周 jz| =14， 它 自己 对 应 着 自己 :而 上 半 个 球面 (除了 北极 以 
外 ) 对 应 着 贺 外 《|2j >1) 的 所 有 点 ; 下 半 个 球面 对 应 着 圆 内 
(12] 之 DD 的 所 有 点 ; 南极 对 应 着 原点 ， 因 此 ,我 们 也 可 以 用 球 
面 上 的 点 求 表示 复数 .这 球面 就 称 为 复数 球面 .在 地 图 制图 
学 上 ,就 是 用 平面 上 的 点 通过 这 样 的 方式 来 表示 球面 土 的 点 ， 
这 就 是 所 谓 测 地 投影 . 

现在 米 分 析 平 画 上 的 极限 关 系 在 球面 上 的 反映 ， 设 加 
人 = 2 …) 是 平面 上 的 点 列 , 且 lim 一 zo， 天 ws 在 球面 上 
对 应 着 Z,《% 一 1，2,…), %o 在 球面 上 对 应 着 点 Yo, 则 显然 也 
有 lim Zs, 一 Zo (这 表示 球面 上 两 点 ZZ，Zo 之 间 的 距离 欧 近 
于 零 )， 反 之 亦 然 ， 车 im 2Z。=oo， 则 容易 看 出 , 相应 地 有 
.jim Zr 六, 共 中 请 是 北极 点 。 因 此, 在 平 硬 上 除了 已 有 的 
复数 外 ,很 自然 地 ,可 以 再 引进 一 个 复数 , 称 为 无 穷 迁 点 , 记 作 
so， 它 在 球面 土 对 应 普 北 极点 不 ， 这 里 的 无 穷 远 点 ce 不 是 
像 在 微 积 分 中 那 冬 把 它 看 作 符 号 ,而 是 看 作 一 个 季 定 的 点 , 这 
个 点 的 引入 距 是 为 了 今后 型 论 上 的 圳 要 ， 也 是 为 了 能 够 更 好 
地 反 喘 容 观 事 牺 ， 

于 面 规定 无 穷 远 点 的 运算 : 设 < 是 复数 ,规定 

Co 十 2 一 2 十 cc 一 co，oco 一 2 一 2 一 co= oo。 
co 一 20o0 一 oo 【2 尖 1) 
党 


一 co (z¥0), 0 
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oie 


而 对 于 cc 二 co，0.co， 全 ， 
OO 


则 没有 定义 , 

此 外 , 规定 无 穷 远 点 的 模 是 一 个 大 于 任何 正 数 的 数 , 记 作 
leo| = 十 oo。 对 于 无 穷 远 点 ， 像 对 于 z=0 一 样 , 涉 规定 其 幅 
角 . 极限 关系 式 


lim 为 一 co 


于 


可 以 看 作 序 列 {2%} 趋向 于 无 穷 远 点 ， 无 穷 远 点 的 邻 域 就 理解 
为 任何 一 个 图 的 分 部 , 地 满足 条 件 |z|> 召 的 点 集 , 它 正好 对 
应 着 球面 上 以 入 为 中 心 的 一 个 球 盖 . 

今后 , 如 果 没 有 特别 的 声明 , 总 是 用 字母 : 家 示 平 面 上 普 
通 的 点 , 如 在 第 一 节 中 所 述 , 这 些 点 的 全 体 叫做 复数 平面 或 复 
平原 。 仅 平面 再 加 上 元 穷 远 点 就 称 为 扩充 复 平 面 ， 整 个 单位 


+ 


球 画 上 的 点 则 与 扩充 复 平面 上 的 点 一 一 相对 应 . 


3.44 复数 项 级 数 
复数 项 级 数 收敛 性 前 概念 与 实数 项 级 数 收敛 性 的 概念 是 
类 似 的 . 
定义 和 考 虚 复数 项 级 数 
WI (8) 
构成 部 分 和 
一 这 Wi Wa dn (9 
得 到 序列 fa}, 若 序 列 {o} 有 极限 为 8 


lim su 一 8， 
站 一 十 3 


则 称 级 数 (8) 收效 ,其 和 为 % 记 作 袜 好 ~s， 涛 序列 fg 没有 
极 展 , 则 称 级 数 (8) 发 衣 . 


【 例 二 求证 级 数 
1+g 二 十 … 十 9 十 … 《和 为 复数 ). (10) 
在 |g|<1 时 收敛 于 Ts 而 当 19i > 工时 发 数 ， 
解 ， 根 据 (9), 构造 部 分 和 
-1+gtgt to t= 
用 极限 的 定义 容易 证 明 , 当 |4| < 时, lim 办 一 0。 因而 南极 
限 的 性 质 得 到 
lm lm 天 全 =， 
因此 按 定义 , 得 


下 


当 jg| > 工时 ， 显然 有 lim 人 = co， 
:» 1—g’ 
这 表示 级 数 (10) 发散. 
当 Sg= 工 时 ,显然 有 
54 一 二 了 十 "十 1 二 和 -> 十 co。 
n 个 
因此 级 数 (10? 也 发 散 . 
当 |q|=1, 而 9 去 1 时 , 设 9=es, 6 了 2kr 《Kk 是 整数 ), 则 


2 id 
吉庆 二 一 9 1—-¢e 


~ Oo， 


1--g 上 一 上 
因为 arg e™=n8, 所 以 它 对 任何 天 定 的 8 都 无 极限 , 由 此 从 定 
理 1 知 道 ,复数 ew” 当 % 趋 向 于 十 oo 时 ,无 极限 , 亦 邮 5 无 极 
限 、 因 此 级 数 (10) 发 散 . 

5 


现在 给 出 级 数 (8) 收敛 的 必要 条 件 ; 
定理 ? 设 级 数 侣 ) 收 敛 ， 则 Dmw~0. 


I 证 】 因为 级 数 (8) 收 合 , 设 lim 一 s. 因 于 


Him un — Jim (si—8) = lm lime—8—8=0. 1 
+ -= 十 -+ Na+” 


PP 中 ce 1 于 一 


定理 8 级 数 (8) 收敛 的 充 楼 条 件 是 ， 任 给 8&0， 存 在 
是 然 数 Y， 使 当 m%> 交 时 ,对 任意 旺 然 数 径 总 有 
| 二 tree 十 (11) 
【证 】 出 定理 3 知道 , 使 级 数 (8) 的 部 分 和 序列 {sw} 有 
极限 的 充 要 条 件 是 : 任 给 s>0， 可 以 技 到 自然 数 亦 ， 使 当 
z%> 六 时 ,对 于 任意 自然 数 名 ,总 有 
[s+m— sn| < 8. 
由 班 即 得 (11)， 了 
定义 5 若 级 数 (8) 中 每 一 项 取 模 后 得 到 级 数 
ba 十 |aal 十 二 la 十: 
收敛 , 则 称 级 数 \8) 绝 对 收 数 . 
绝对 政 敏 级 数 一 定 是 收 敏 的 . 事实 上 ， 这 只 权利 用 三 角 
不 等 式 
[ws 十 tra 十 十 tnsm| |unrz| 下 | unt | nT | nrm | 
这 及 定理 8 就 可 得 证 . 
下 面 给 出 俩 级 数 (8) 绝 对 收敛 的 充分 条 件 , 它 与 微 积分 学 
中 的 情况 站 类 似 , 因而 也 称 为 型 判 基 法 . 
定理 9 若 级 数 (8) 中 的 每 一 项 ww 对 充分 太 的 %% 满足 
js | <M, (12) 


且 级 数 之 M。 收敛 , 则 级 数 (8) 绝对 收 伍 . 
【证 】 由 (12) 可 得 
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J+ 下 Ins.s| "+ [emirm| Mr 十 着 s+9 十 … 十 笛 。_m， 
对 级 数 Ms 及 马 law| 应 用 定理 8 即 得 证 .3 


设 有 两 个 级 数 
十 Wa 十 "十 Ua 十 (8) 
及 入 十 怨 寺 … 十 由 十 …， (13) 
由 它们 构造 另外 两 个 级 数 
《4t 士 1) 十 QB 士 井 ) 十 … 十 《tn 土 二 ) 十"… (14) 
及 钧 引 十 【1 十 Ma 三 ) 十 (Ww 十 UgU2 二 Wa) 十 


十 《tin 二 Wai 十 寺 Wo_1VM2 十 nt 十， (15) 
显然 它们 是 从 级 数 (8) 与 (18) 的 对 应 项 相 加 或 相 减 以 及 形式 
上 相 哟 后 得 到 的 级 数 。 关 于 它们 , 有 相应 的 定型 如 下 

定理 10 设 级 数 (8) 与 级 数 (18) 都 绝对 收 敏 , 王 


5 Ds. (16) 

则 级 数 (14) 及 级 数 (15) 也 绝对 收 合 , 由 
习 (mtu) 一 s 士 5 i 
习 CO A Ss 


【证 】 级 数 (14) 的 部 分 和 
《4 土 W) -FF 《Wa 二 多 ) 十 十 《nm 十 届 ) 一 Sn 土 3 
其 中 及 535 分别 为 级 数 (8) 及 (13) 的 部 分 和 和 ， 由 此 从 (16) 就 
得 到 lim a =s 及 Hm 二 8 ， 从 而 可 得 (17)、 级 数 (14) 的 绝 
对 收敛 性 是 明显 的 , 内 要 注意 到 对 任何 的 自然 数 % 与 mr 有 
josz 士 2m+l| 十 |wara 士 Matzal re [nrm 二 Wm | 
< lolt wl 
w= 二 1 K=1 
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这 用 级 数 收 伍 的 柯 西 判别 法 ( 即 定 理 5) 就 可 证 得 级 数 (4147 的 
绝对 收敛 性 . 
现在 设 冲 || =o， 六 "以 | =c。 将 级 数 (15) 中 的 括 弧 
打开 后 得 到 新 的 级 数 , 记 作 
后 十 Ra 十 十 和 二 (19) 
下 面 证 明 这 个 级 数 是 绝对 收 化 的。 事实 上 , 考 虚 (19) 中 的 任 
意 多 项 , 把 它们 每 一 项 取 绝 对 值 后 相 轴 : Go 一 | 和 | 十 is 十 … 
+ | 加 |!， 显然 ,一 定 可 以 找到 自然 数 % 使 得 
Go ug 十 [anal + uw | + [me | + luo 
十 [waz 十 二 |] 十 |zstz ai 二 
十 [m1 | + uni | 
一 人 | 二 | 二 十 lai 
X Ti 十 | 要 | 十 十 中) 所 Ga 
出 此 看 出 , 序列 {Gz} 单调 上 升 及 有 界 , 故 几 有 极限 、 这 就 证 
明了 级 数 (19) 是 绝对 收 钱 的 ， 由 此 可 推出 级 数 (15) 是 绝对 收 
敛 的 . 
其 次 证 明 级 数 19) 收 化 于 和 ss ， 上 昌 于 级 数 {19) 绝 对 收 
敬 , 央 此 任 给 s> 册 存在 自然 数 丈 ,， 使 得 
六 ， 名， < 各 (20) 


不 妨 认 为 级 数 (19) 的 前 W 项 正好 对 应 着 级 数 (15) 中 的 前 了 
项 ， 册 于 绝对 收敛 级 数 必 收 敛 ， 因 此 可 设 总 b= 如 即 


(Call 十 ta) ~ (21) 
$=1 


设 上 述 级 数 的 部 分 和 为 &, 二 是 由 (20) 得 


[Qhl< DB 1 和 < 和 (22) 


kT+1 2 
另外 再 考虑 一 串 级 数 
十 Wt 十 Wt 十 于 全 8 
QU 十 att 十 二 aa 十 -一 2a3 
So 抽 半 晤 二 的 , (28) 
Cmte -am 二 二 
研究 关 [Qs aas tg 4 en) 
从 (28) 及 (20) 容 易 看 出 , 当 mm 时， 
[Qs 一 《urs 十 Wos' 十 … 十 da8") | < 计 ， | 加 | < 了 了 (24) 


比较 (22) 及 (24) 可 看 出 , 任 给 se>0 存在 自然 数 p， 当 mm 之 p 
时 ,有 
I (8 + was 二 tns ) | 
< | 一 Qo) 十 | 人 9 一 (as 十 ws 十 十 ts | 过 2. 
即 Jim (ws 十 Wag 十。 十 ons ) 一 克 。 


从 丽 由 (16) 得 到 


由 此 从 (21) 就 得 到 (18),] 


习 题 1.3 


1， 下 面 的 序列 是 否 有 极限 ? 如 果 有 的 话 , 求 出 其 极限 值 来 ; 
人 


忆 6 fi 
2 1 i 1 4 1 3 
《2 了 ]， 可? 一 了 本: TE 百 ， 玫 ， 二 本 TB? ; 


(3) 1, i, —1, —i, 1, 和 re 


2. 用 se- 六 的 语言 证 明 序 列 |( 二 也 } 的 极限 为 零 


8. 设 1lim zo, 一 4， Lim zone1 一 Q， 求 说 证 lim 3 一 0 
外 -十 十 呈 


4. 下 列 级 数 是 否 收 人 0 是 否 绝对 收敛 ? 


St CSE”, 
OD ry 02) 名 nl! » 
(3) DB) lr"; (4) DL). 
mi 2 


5, 共 和 Jim on 一 :4， 证 时 了 im - 缠 下 如 2 
2 


6. 设 lim am 一 av 证 明 tim 4zo) 一 “zo1, 但 反 过 来 不 一 定 对 . 

了. 设 有 一 蝶 三 - 角 脆 序列 {Aj), 其 其 相知 一 个 三 角形 ee 
Au 的 三 边 的 由 点 连 线 而 得 到 的 四 和信 相等 三 角形 中 生意 的 -- 
求 江 : 有 且 仅 有 一 个 点 属于 所 有 的 三 为 形 sn 二 1 2, …). 


第 一 . 章 小 结 


1， 引进 了 复数 z=%* 十 多 的 概念 , 其 中 z 一 Rez 称 为 复数 
z 药 实 部 ; y= lmz 称 为 复数 2 的 虚 部 ，% 一 V 一 J， 复数 可 以 
用 球面 上 的 点 来 老 示 , 由 此 引进 一 个 无 穷 远 点 .此 币 , 给 内 了 
复数 的 模 及 幅 角 的 概念 以 及 复数 的 四 种 表示 式 , 即 把 复数 z= 
zig 团 作 是 ，() 平面 二 的 点 了 P(x, zi (2) 起 点 在 原点 , 终 
点 在 点 卫 (w 好 的 一 个 向 此 (3) 复数 的 三 角 表 示 式 ，(4) 复 
数 的 指数 表示 式 ， 

2， 引进 了 复数 的 几 种 运算 : 人 相等 ; (2) 加 法 ; (3) 减 
法 ; (人 D 乘法 ; (5) 除法 ; (6) 开 方 ; (7) 共 力 ， 其 中 加 法 与 乘 
法 是 最 主要 的 , 出 此 ,全 体 复 数 构成 的 集合 对 引进 的 加 法 及 乘 
法 运算 构成 复数 域 ， 复数 的 运算 具有 几何 意义 及 一 些许 质 ， 
共 中 三 角 不 等 式 占有 很 重要 的 地 位 ， 
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3 复数 极限 及 复数 项 级 数 收 伍 太 绝对 收敛 的 概念 是 实 
数 集合 上 祖 应 概念 的 推广 , 因此 , 也 具有 实数 极限 及 级 数 中 的 
一 些 性 质 , 特别 是 柯 西 准则 在 这 里 也 成 立 . 
4， 为 了 今后 理论 上 的 需要 ,将 实 轴 上 实数 理论 中 的 一 些 
结果 (区间 套 定理 , 列 紧 性 定理 , 覆盖 定理 ) 都 推广 到 平面 上 . 
5 为 了 今后 的 需 紫 ， 介 绍 了 平面 点 集 及 昌 线 的 一 些 知 
识 ,但 往往 是 以 复数 的 形式 出 现 的 . 
第 一 章 复习 讨论 题 
1. 求 复数 也 十 和 的 模 和 饭 角 ， 并 作 图 ， 结 合 此 题 搞 清 想 复 数 的 三 角 
裘 示 式 和 指数 表示 式 , 复数 的 主 幅 角 是 如 何 选 取 的 ? 
2. 复数 的 运算 与 向 量 的 运算 有 什么 异同” 它 与 实数 的 运算 义 有 人 千 么 
异 间 ? 
3. i 十 MT 是 复数 吗 ? 
和 4、 设 * 一 4 十 刻 ， 其 主 幅 角 argz 规定 在 一 T9783< 人 之 间 ， 试 冰 
arg8 通过 霹 - 艺 的 表示 式 ， 
总 ， 写 出 方程 刀 十 如 一 0 的 全 部 根 , 其 中 己 一 ee。 
6. 求证 平 而 上 的 直线 方程 的 … 般 形式 为 
nztazic=0, 
其 中 a 本 0 为 复数 , c 是 实数 ， 
7. 求证 平 茄 上 的 贺 周 方程 的 - - 般 形 式 为 
G22+ast+az -0=0. 
其 中 4 与 ¢ 是 实数 ,0 让 0 且 aa>ac， 并 用 这 些 参 数 来 表示 略 心 
灶 经 ， 
8， 求 和 
(1) 1+cogg cos2zr+ +o0s nr, 
(2) sin zsln av. 二 Sin nce. 


989. 证明: 除了 一 浊 特 殊 的 点 以 外 ,级 数 
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10. 


11, 


i2, 
13, 


14， 


15, 
16. 


17, 


18. 


收敛, 但 不 绝对 政 剑 . 

证 明 ”| 生 十 #291? 十 121 一 8221? 二 2《1#1|2d-1za1,， 并 说 明 其 几何 意 
试用 不 同 于 书 中 的 方法 证 明 第 一 节 中 的 三 角 不 等 式 《2H)， 闽 及 等 
号 成 立 的 条 件 . 

求 经 过 点 & 及 s2 的 直线 方程 ， 了 
证 明 ， 代 ) 若 gc，8，?y，@ 为 复 平面 上 的 四 个 点 ， 则 向 量 Bu 和 67 


之 间 的 夹 角 为 arg -总 ，(2) 过 两 点 8 的 直线 和 过 两 点 7 6 的 


pe 
直线 相 平 行 的 条 件 为 
Im 2 一 及 一 0， 
5 6 
相 王 直 的 条 件 为 
Re 2 -0. 


(1) 已 知 argx=:9o， 焉 证 arg 和 二 28; 
[ 


(3) 三 点 8, 7， 共 线 的 充 著 条 镍 为: 


ja wm 1 
Im<-8%0， 即 | 8 1l=0; 
二 
1 Yr1 


(3) 四 个 点 Bl 23 Sa A 共 较 好 充 要 条 件 汶 


动 一 上 9 ,1— £3 EF 
人 
S49 2 一 3 


证 明 下 列 三 点 ， 工 +43, 93-71 3+10 在 同一 条 直线 上 ， 
证 明 以 三 个 点 qa，B,， ”构成 的 三 第 形 是 下 三 角形 的 充 要 条 件 为 : 
e+8+y -adB—By—ya=0, 
三 角形 6 862， gs 与 一 稻 湛 旋 . wz, t's 相似 的 充 要 条 件 为 ， 
一 上 3 一 
证 限 以 于 及 固 为 站 径 的 两 端的 贺 昼 方 种 是 


Re 421—A 1, 
如一 8 
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439, 设 


20. 


21. 


22. 


且 圆 内 的 点 满足 Re > 圆 外 的 点 满足 


C 一 op! 
设 lal<1, 18|<1, 求证 1 了 = a | <1, 


证 明 ， 在 条 件 co>c1>… 之 cn>0 下 ,多 项 式 
Key》 =00T C015 TC 二 
在 团圆 1z|<1 上 无 权 , 
考 起 在 单位 图 1z| <+ 内， 顶点 在 (1,，0)、 张 角 为 24 (0<a< 和 ) 
的 扇形 ，12 一 下 jj <=cosx, |arg{z 一 1) 一 mx] ~im， 求 证 
Tece, 
设 各 边 形 的 各 个 顶点 为 Lj» Boy 皮 证 叱 名 边 形 中 任何 一 个 
点 # 有 表示 式 
B= 人 i214 十 93229 十， 二 -和 nn, 
其 中 入 字 0， jp 有 0 a 宇和 月 和 1 十 知 十 … 十 和 三 1 


， 若 Jiman=ay im ps2b, 求证 


Nt 


jm Wi Da agro Ta_1bs 二 Gnbl =ap, 
人 nn 
1 提示 ;考虑 
pnt obn 1 + 二 dn_1027- 4,b] 
3 


—ab 


1 了 
bes 1) 
> S 


了 na 


4 

ep 41— Ub) 

EW ME St. 
2 


然后 将 求 和 适当 分 成 几 部 分 再 讨论 .] 


; 
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解析 函数 


在 客观 现象 中 , 有 很 多 物理 量 〈《 如 速度 、 加 速度 、 电场 强 
度 .磁场 强度 等 ), 阁 用 复数 作为 变量 去 刻 划 , 则 在 研究 过 程 中 
会 感到 十 分 方便 .， 在 大 基 实 际 闯 题 中 , 人 们 经 澡 接 触 到 的 是 
变量 之 间 的 祖 各 关系 中 复 变 函 数 ， 并 且 还 不 是 一 般 的 复 变 函 
数 ,而 是 具有 沙 种 特性 的 函数 , 这 就 是 所 谓 解析 函数 “， 在 这 
一 章 中 ,首先 定义 复 变 函数 以 及 它 移 导数 ,然后 引入 解析 函数 
的 概念 并 对 解 术 函数 的 实 部 及 虚 部 进行 研究 . 以 后 可 以 看 到 : 
解 杭 函 表 以 及 它 的 实 部 和 虚 部 有 很 多 重要 的 性 质 ， 


第 一 节 复 变 函数 


1.1 复 突 函数 的 概念 


考虑 平面 上 的 电场 ,每 一 点 《xz, Y) 上 的 电场 强 庆 是 一 个 
向 量 了 =《Iz Tuw， 它 与 点 (cz, 切 的 位 置 有 关 ， 我 们 可 以 把 工 
看 作 复数 工 - = 一 条， 它 是 依赖 于 点 z 一 (x, 萝 的 函数 , 记 作 
I 二 I(2)， 这 就 蚌 复 变量 z 的 站 数 . 下 面 严格 地 给 出 复 变 函 

定义 1 设 召 为 平面 点 集 ， 车 对 于 吾 内 每 一 个 复 靳 刀 
按照 一 定 的 规律 , 有 一 个 复数 妈 与 之 对 应 , 则 称 双 为 > 的 函数 
《 单 值 通 数 )， 记 作 人 一 大 纺 ， 点 集 吾 称 为 这 个 承 数 的 自 变 重 
?的 定义 域 , 亿 称 为 因 变 量 ， 

如 果 对 于 自 变 量 z& 如 ,对 应 着 儿 个 或 无 穷 几 个 值 2， 则 
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称 在 召 上 确定 了 一 个 多 值 函 数 一 了 (2). 

今后 ,如果 不 作 特 别 声明 ,都 是 指 单 值 函 数 ， 但 是 以 后 也 
要 研究 多 值 光 数 ,因为 它 在 很 多 情况 下 ,也 是 非常 有 用 的 . 

设 w= 了 (*) 是 确定 在 及 上 的 单 值 或 多 值 消 数 , 那么 它 的 
实 部 及 虚 部 都 是 确定 在 召 上 的 二 元 函数 . 例如，w= 了 (2) 二 
十 各， 其 实 部 上 与 虚 部 就 是 定义 在 吾 寺 的 < 与 y 的 实 函 
数 : 4 一 Mo 胃 ，2=0(x, 轨 。 反 过 来 , 若 在 召 寺 给 定 了 两 个 
二 元 尔 数 wwu(w, 9) 与 v=9(2, ), 则 w=u(r, YD) 十 各 (9 
y) 就 是 在 如 上 确定 了 一 个 复 变 孙 数 ， 不 妨 记 作 w=f(z) 一 
(wy) 二 给 (w 多 ， 共 中 2 二 vw 十 针 . 

在 微 积 分 学 中 ,常常 把 函数 用 几何 图 形 袁 示 出 来 (例如 把 
二 元 单 值 钞 数 %=w(z，9y) 用 空间 的 上 出 面 来 表示 )， 这 样 存 研 
究 函 数 的 竹 质 时 ， 这 些 几 何 图 形 就 会 使 我 们 得 到 很 多 直观 的 
启示 及 帮助 ， 但 是 , 在 研究 复 变 函数 时 ， 由 于 目 变 量 > 是 复 
数 , 县 因 变量 妈 也 是 复数 ,所 以 就 不 能 通过 同一 个 平面 或 局 一 
个 空间 上 的 几何 图 形 来 玫 示 复 变 函数 . 而 灌 要 把 复 变 栈 数 看 
作 两 个 复 平面 点 集 之 间 的 对 应 ， 具体 地 说 , 函数 w= 了 (2) 给 
出 “平面 土 点 集 召 与 w 平 面 上 点 集 卫 之 问 的 一 个 对 应 关系 ， 
其 中 卫 是 函数 包 =f(z) 所 有 能 取 到 的 值 所 构成 的 集合 ( 见 图 
2-1)， 这 种 对 应 关系 显然 具有 下 列 性 奈 ， 

1) 对 于 点 集 如 中 的 每 一 点 2， 柑 应 的 点 = 了 f(z) 是 了 


y wu, 
* .PP 
= | 。 
. . | '» 
ar 0 - -- 一 - 一 - — 
如 六 已 4 
| ] 
2—1 


中 的 一 个 点 

2) 对 于 点 集 呈 中 网 每 一 点 w， 在 吾 中 至 少 有 一 个 点 3 
与 之 相对 应 , 即 满足 ww 一 f(z)， 

玉 些 可 以 说 ， 函 数 妈 一 -2z) 将 点 集 吾 变换 到 点 集 卫 ， 
名 二 f(z) 所 称 为 一 个 变换 或 映射. 如 果 我 们 对 这 个 变换 的 性 
质 搞 清 楚 了 , 那么 对 育 数 和 的 性 质 也 就 清楚 了 ,反之 亦 然 ， 在 第 
七 章 中 ,我 们 将 从 变换 的 特性 来 研究 函数 . 

定义 2 车 卫 中 每 一 个 点 多， 通过 关系 式 tw 一 了 (2) 只 有 
一 个 点 zE 至 与 之 相对 应 , 则 在 也 上 也 确定 了 一个 单 值 丽 数 ， 
记 作 ”= 9G， 它 就 称 为 函数 公 =.Fz) 的 反 函 数 或 称 变换 
了 (2) 的 这 变 接 ， 才 在 刁 中 存在 点 2%， 通过 关系 式 妈 = 7z) 在 
召 中 至 汪 布 两 个 点 与 之 相对 应 ， 则 在 卫 上 就 确定 了 一 个 岁 值 
函数 , 仍 记 作 4 g(ww), 它 也 称 为 变换 了 (z) 的 送 变 撞 ， 但是， 
一 般 说 来 , 它 已 能 够 将 一 个 点 人 此 变 成 多 个 点 了 . 

从 友 冰 数 的 定义 可 以 看 出 ， 对 二 任意 的 冯 人 三， 有 涂 二 
f[Lgt2w2)]， 且 当 反 函数 是 单 信函 数 时 ， 世 有 2-g[f(z)],， xE 
Ey 

【 例 1] 没 百 为 全 平面 ,w~ 如 的 反 画 数 2= we 就 是 一 
个 多 值 光 数 ,因为 对 于 史 平 面 上 的 每 一 个 值 如 一 |w|e*™, 在 
瑟 上 有 两 个 值 入 = | i 2 jwise te 与 之 村 对 
应 ， 

1. 写 复 变 函数 的 极限 与 连续 


大 景 客 现 现 象 中 所 反 了 映 出 来 的 复 变 押 数 是 连续 的 .为 了 
确 急 地 完 义 伐 变 本 数 的 连续 概念 ， 于 面 先 引出 复 变 函数 的 极 
媒 的 概念 . 

定义 3 设 召 是 复 平 面 上 的 点 集 ，‰ 是 吾 的 一 个 嵌 聚 


点 ,而 函数 籽 = fc) 定义 在 吾 上 ， 共存 在 复数 7 使 得 对 于 任 
意 给 定 的 实数 s>0, 都 存在 实数 3>0, 使 当 zE€ 如 及 0<|z 一 
加 |<3 时 ,都 满足 


|f C2) —il <e, (1) 

则 称 函 数 f(z) 当 2 在 匡 中 趋向 于 为 时 有 极限 1, 并 记 作 
lim f(z)=L. {2) 
Ce 


如 果 太 包含 有 为 的 邻 域 S(zo) 或 包含 有 和 的 邻 域 除去 
2 的 点 集 , 则 极限 关系 (2 就 简单 地 写 为 
lim f(2) =1. 


极限 的 概念 有 很 洁 楚 的 几何 意义 ， 以 复数 1 为 中 心 ， 半 
径 为 s>0 作 一 个 加 5,(D， 风 可 以 找到 的 一 个 充分 小 的 邻 
域 一 一 它 可 以 是 半径 为 6 中心 为 %% 的 阅 Ss(zo)， 当 ZE€ 吾 
zY 天 加 进入 这 个 邻 威 中 时 ， 对 应 的 值 名 一 A() 就 位 于 加 SD 
中 ( 见 图 2-2).、 这 个 直观 的 几何 意义 与 微 积 分 学 中 极限 的 直 
观 意 头 是 类 似 的 ,但 是 这 里 用 阅 代 震 了 在 那里 的 区 记 ， 


1 9 7) 

| 

可 全 7 从 
2 _2 


容易 证 明 , 微 积分 学 中 有 关 极 限 的 运算 在 这 电 也 成 立 . 
定理 1 设 召 是 复 平面 上 的 点 集 , % 是 必 的 凝聚 点 ， 而 
政 数 如 = 万 (2 及 fol?) 定义 在 石上 ,上 匡 满 足 
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lim 万 (的 一 了 lim fatz) = 


{2 3 eg 
则 DD lim (Ff1(%) tf2(2)) =is, 
Ce 各 
2) Dn “fot{2) == 1 To; 
3 区 
3) in 天公 -和 这 里 了 区 0. 


定理 的 证 明 得 在 微 积分 学 中 一 祥 ， 只 是 这 里 用 三 角 不 等 
式 代 替 了 那里 用 的 绝对 值 不 等 式 ， 请 读者 自己 证 表 ， 
定理 2 设 召 是 复 平 面 上 的 点 集 ， so 是 卫 前 凝聚 点 ， 而 
示 数 = 了 (2) ==w(z, 胃 ) 十 入 (2 殷 定 义 在 马上 ,出 存在 
lim f(#) =i= 证 十 a 


人 2 
的 充 机 条件 是 
lim afz, y=hh 及 Ss y) = 1, 
Ce 


之 -站 


Ge 
【证 】 利用 第 一 章 第 一 节 中 的 不 等 式 ()， 容易 得 到 
Iu, WD —h| lf -dl, 
lo 9)—ila|< | (2 一 下 
及 | 7 ie la, D—H|+t vy, WD—ila!. 
根据 极限 的 定义 , 由 前 两 个 不 等 式 可 证 得 定理 的 必要 性 ; 而 击 
后 一 个 不 等 式 可 证 得 定理 的 充分 性 . ] 
类 似 地 ,可 以 定义 通 数 .六 >z) 当 z 玉 加 时 以 co 为 极限 ; 当 
2-~> oo 时 函数 f(z) 的 极限 . 
下 面 引入 函数 连续 的 概念 . 
定义 和 设 召 是 复 平面 上 的 点 集 ， 交 蚌 台 的 一 个 瞻 育 
点 ,x0E 加 ,而 水 数 刀 =f(z) 定义 在 召 上 . 攻 limf (2) =f (zo0), 
Ce) 
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即 在 给 e>0， 存 在 数 3>0, 使 得 当 *E 了 b, 生 满 足 |* 一 al 一 8 
时 ,总 有 

[Lf — fh) | <e. 
风 称 炒 数 急 == 了 (2?) 沿 着 集合 召 在 点 * 一 ‰ 处 连续 . 

若 复 平面 的 集合 如 上 的 每 一 点 都 是 召 的 凝聚 点 (如 区 
域 . 闲 区 域 .连续 曲线 有田 闲 集 等 ), 卫 函 数 允 = 六) 在 如 上 
每 一 点 都 连续 , 则 称 卫 数 (2) 在 有 上 连续 ， | 

定理 8 设 五 是 复 平 而 上 的 点 集 ,:o 是 如 的 凝聚 点 ,zo 
五 ， 阁 函数 五 (%) 及 Fafs) 在 点 加 处 连续 , 则 

1) 函数 万 (s) 廿 户 (2) 在 和 处 连续 ; 

2) 函数 人 2) ats) 在 s 处 连续 ; 

3) 西数 乔 53 当 fs(zo) 0 时 ,在 a 处 也 连续 、 

对 于 在 世上 连续 的 函数 ,也 有 这 三 个 性 质 . 

定理 生 设 召 是 复 平 面 上 的 点 集 , 是 瑟 的 凝聚 点 ,而 函 
数 吧 一 7 一 2 奶 十 认 (%, 朋 定义 在 正 上 ,， 则 函数 2) 在 
% 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 实 部 w=ulz，9) 及 虚 部 
=vw, Y) 都 在 zo 处 连续 . 

对 于 在 召 上 连续 的 函数 上 述 红 论 也 成 立 . 

由 于 连续 性 的 概念 是 通过 被 限 来 定义 的 , 而 对 于 极限 , 调 
定理 1 及 定理 2， 只 要 注意 到 定理 工 中 的 站 就 是 这 里 的 
六 (aa)， 户 就 是 这 里 的 . 产 (so)， 就 可 得 到 定理 3 如果 注 意 到 定 
理 2 中 的 五 就 是 这 里 的 2kzo Yo)， Wa 就 是 这 里 的 WX，yo)， 
就 可 得 到 定理 4 

【 例 2] 函数 =.z2) 一 ae 十 六 在 全 平面 上 连续 ， 其 中 < 
与 8 为 复 常数 . 

解 ， 若 4 一 0， 济 (2) 二 》， 显 然 它 在 全 平面 上 连续 ， 车 
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40， 对 于 尾 意 点 so, 有 
[Ff 一 Feso)| = [eliz 一 加 |， 
因此 , 任 给 8>0， 取 8 一 -aT 当 | 一 so| <8 时, 由 上 式 就 得 
到 
e 
[FC2)-. fC) 一 |e| “jaf < 


这 就 证 明了 连续 性 . 

为 了 说 明 这 个 函数 的 几何 意义 ,在 0 时 , 令 人 =as, 因 
此 名 =-5 二 6. 已 知 

ilelisl, ArgE= ArgatArgs, 

因 许 可 以 认为 , 这 个 函数 将 任意 一 个 向 量 2 放大 la| 倍 ,同时 
旋转 角度 Arga， 最 后 再 按 向 景 相 吉 的 平行 四 边 形 法 则 加 上 
向 量 就 得 到 向 量 zx 

【 例 3】 函数 风 = 二 在 全 平面 上 除了 -0 以 外 是 连续 
的 . 

解 ， 由 于 晒 数 三 的 分 子 及 分 母 都 是 全 平面 上 的 连续 函 
数 ,因此 根据 定理 3， 当 * 关 0 时 , 函数 二 是 连续 画 数 . 


, a 
设 % 二 we， 仙 we 如 ， 即 


| 名] 二 Argw= — Arg?. 


这 表示 首先 将 作 单位 圆 的 对 称 变 
换 ， 即 在 向 量 * 的 方 轴 ， 求 一 个 向 七 
2 使 8 的 长 度 上 | 与 < 的 长 度 1:| 相 : 
乘 为 +， 然后 再 作 关于 实 轴 的 对 称 变 图 2-3 


换 即 得 ( 见 图 2-3). 

最 后 , 应 该 指 旺 , 在 微 积分 学 中 , 一 个 在 闭 区 间 上 连续 的 
函数 有 三 个 重要 性 质 , 即 : 有 界 狂 、 达 到 最 大 值 与 最 小 值 的 性 
搞 及 一 发 连续 性 . 这 里 ,关于 复 连续 函数 也 有 这 样 的 三 个 性 
质 , 即 下 述 定理 : 

定理 六 设 了 是 复 平面 上 的 有 界 闭 集 ， 而 函数 纪 = 了 (%) 
在 去 上 连续 , 则 有 

1 函数 .Az) 在 闭 集 玉 上 有 界 ， 即 存在 常数 如 , 使 得 对 
于 任何 点 zE 8, 都 有 f(z)| 志 入， 

2) 函数 17《z) | 在 闵 集 王 了 上 达到 最 大 值 与 最 小 值 ， 即 在 
闭 集 到 生存 在 点 闪 及 >', 使 得 

LDO 116)! 2 有 
fF, 2EF. 

3) 函数 赦 2) 在 闭 集 4 上 -~ 臻 连续， 即 任 给 2 之 0, 总 证 
以 我 到 数 >6, 使 得 对 汪 二 上 芍 任 意 两 个 点 红 及 za, 只 要 湾 
足 | 位 一 2 二 6, 就 有 

Leo 一 Fa)1<e 

【证 】 首先 证 明 狂 质 1)， 若 也 集 到 是 由 有 限 多 个 点 玉 
构成 的 ,显然 函数 在 了 上 是 有 界 的 .因此 我 们 假设 闭 集 是 
出 无 穷 多 个 点 所 构成 的 . 

用 反 证 法 ， 设 阔 数 了 (2z) 窒 了 上 是 泡 界 的 , 因 吃 对 于 任 总 
的 自然 数 >， 存 在 不 同 指点 aaE 吾 ,使 得 Lo in 一 1， 
2，…)， 点 列 {zw} 者 属于 王 ， 因此 是 有 界 的 . 报 据 第 一 章 定 
理 5， 在 zs} 中 必 存 在 一 个 竹 序 列 {zs} 收 伍 于 其 全 点 加， 即 
lim 一 2， 由 天 乓 是 六 集 ， 因 此 有 为 E5、 根据 定理 的 条 


件 , 函数 了 Cz) 在 2 处 连续 , 因此 任 给 s>0,， 存在 数 5>>0, 使 


-一 50— 


得 当 zE€ 下 且 满 是 | 一 zl 天时 ,总 有 


|f (2)—f (a9) | <e. (3) 
因 击 用 三 角 不 等 式 就 得 到 
[Flw |< |f (zo) | +e. (4) 


田 一 方面 ， 由 于 点 列 {2} 收 化 到 x， 因 此 对 于 8， 必 存在 数 
AN, 当 外 全 站 时 ,有 


| 一 2| 一 6. (85) 
因而 由 (3 或 (全 得 到 
‘Ff (so | If 20) +e. 
而 这 与 Fa | 区 下 一 十 ce 


相 了 矛盾 . 从 而 证 明了 人 性质 1). 
下 面 证 明 性 质 2)， 从 性 质 1) 知道 
sup [F021 一 ao 十 co。 


因而 有 Mo> | (2):, 2€F. (©) 
根据 上 确 界 的 定义 , 可 以 在 娘 中 找到 序列 {sj 使 得 
Jim |f (2) 1 ~ Mo. 0) 


同 祥 由 于 {2} 属于 ,因此 {zw} 是 存 界 的 ， 根据 第 一 章 定理 
5, 存在 学 序列 fz 收 伍 于 革 个 点 2 : 


_ lim > 一 和。 (8) 
由 于 五 是 闭 集 ,因此 x EA 


根据 定型 的 条 件 ,函数 了 (z) 在 点 * 连续 ,因此 出 (8) 及 连 
续 性 的 定义 ,知道 


lim f(2) =/ (2). (9) 
出 (9) 容易 证 明 《 留 给 读者 自 证 》 
lim fl) 1 = 1reD1. C10) 
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比较 人 7) 及 (10), 得 到 | jz 1 = io， 从 而 由 (6) 得 到 
fC) NF, 2€ED. 
好 在 了 上 存在 点 ,使 肖 数 在 此 点 的 模 达 到 最 大 值 . 
关于 存在 点 ”E 卫 , 使 函数 在 此 点 的 模 达 到 最 小 值 ,用 上 
述 方法 世 可 证 明 . 
最 后 证 明 性 质 3)， 也 用 有 反 证 法 ; 假设 性 质 9) 不 成 立 ， 则 


必 存 在 一 个 数 o>0, 使 得 对 于 任意 小 的 正 数 , 例如 取 二 (na= 


1 2，…》, 必 存在 两 个 点 只 ? 及 9， 虽然 满足 
| 加 -元 [< 过 ， GD 
但 有 
(f (480) —f (4) eo0>0. (12) 
同样 应 用 上 述 证 胃 的 方法 , 自 于 {4 站 及 fz 四} 的 有 界 性 ， 祖 
据 第 一 章 中 的 定理 5， 可 以 认为 存在 子 序列 { 风 让 及 如， 
它们 分 别 收 化 于 点 29 及 ze 


Him zt 一 20， 了 im 2 = (13) 


由 于 五 是 闭 集 , 因 击 2*E8, EB, 
用 (13) 可 知 , 任 给 ze 之 0, 存在 数 入 1， 当 mw>>N1 时 ,有 


[zz (14) 
ze <3. (15) 
申 (14) 及 (15) 得 到 
[2 | < 
好 -2 
本 了 了 


WMIN ed4 


(内 要 选择 之 max《N;， Ws) 就 行 ,) 由 于 的 任意 性 ， 故 可 
推出 :=z 根据 定 天 的 条 件 , 西数 f(z) 在 点 49=2 四 处 
连续 , 所 以 根据 闯 续 的 定义 及 极限 关系 式 (13), 就 得 到 了 


Ha jc = (za0 -Je ~ Him fz), (16) 

在 不 等 式 (12) 中 , 令 4=% 下 十 oo, 利用 等 式 (16), 就 得 到 
0 IC 一 Feo)1>>a>0， 

这 就 引出 工 矛 拓 ， 央 此 竹 质 3) 必 成 立 .了 


习 题 2:1 


4 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 并 判断 这 些 函 数 是 否 部 是 定义 城中 的 过 续 
函数 : 
(1) w= {2) t= |z|; 


3 (4) wo VT; 
(3) WwW = V2 32d2; (6) w= Sas, 

2， 讨 论 函 数 化 一 纤 = 人 es， 2 一 Hi 在 从 原点 出 发 的 射线 上 趋同 于 
无 穷 时 的 极限 . 

3， 函 数 一 二 把 下 列 = 平 而 上 的 曲线 变 成 忆 平 硬 上 的 什么 阳线 ? 
人 za 十 急 一 由 (2) 2Z= 工 . 

4. 没 通 数 了 (2) 在 5 一 s 处 连续 , 且 了 (20) 天 0。 求证 : 可 以 找到 sz0 的 
一 个 邻 域 , 晒 数 了 (z) 在 此 邻 城 内 取 的 值 不 为 和 零 . 


第 二 节 ”解析 睾 数 的 概念 
之 .1 复 变 函数 的 导数 3 


复 变 函数 的 导数 定义 的 形式 与 微 积 分 学 中 导数 定义 的 形 
式 是 一 样 的 ， 


> 每 3 一 


定义 1 设 钞 数 = 了 (zx) 在 z= 加 的 邻 域 S(zop) 上 有 定义 ， 
考虑 比值 


dy 2 一 天 so) 
dz Z 一 加 


若 > 不 论 以 什么 方式 趋向 于 xz 时， 上 式 都 存在 极限 ， 则 称 这 
个 极限 值 为 函数 了 (z) 在 = 知 处 的 导数 , 记 作 产 (zo0)， 并 说 本 
数 了 (2) 在 := 一 2 处 可 导 , 邯 


lim 区 一 to) -Po) 或 [ro GD 


Ee 2%— Yh 
象 在 微 积分 学 中 一 样 ， 若 画 数 .7(2) 在 2=z% 处 有 导数 
六 (so), 则 它 在 这 点 连续 ， 事 实 工 , 由 导数 的 定义 知道 , 任 给 数 
e>>0, 存在 数 5>0, 使 当 0<|z 一 %i;<<8 时, 总 有 
让 (2) —f (0) —f' (20) < 
g—%o 


因而 有 和 (2) 一 20) | (FG20) | +e) 12~zol, 
由 此 推出 ， 任 给 数 si>0， 可 以 选择 5, 满足 
CFC20) |+ 8)61< es, 
使 得 当 0 过 |z 一 20| < 二 55 一 min(5, 5.) 时 ,有 
fC2) 一 Fo 和 (Fo te) de, 

这 就 证 明了 前 数 了 (x) 在 z 一 和 处 是 连续 的 . 

[例如 求证 函数 jz) =z 在 平面 上 处 处 有 导数 为 1 

解 ， 对 任意 点 zo, 有 


lim-42 -lim 2 1 


E20 A 228 YF 


-[ 例 2】 求证 函数 了 2) 一 所 在 乎 面 上 处 处 有 导数 为 zz 
《其 中 吧 为 自然 数 )， 
解 : 对 任意 点 xzo, 有 


一 54 一 


lim Whos lim 人 


zp 必 gs0 世 一 20 


(2 0) (二 0 十 二 22 十 21) 


ey 8 一 2 
= Hl 
上 面 最 后 一 个 等 式 是 利用 极限 的 性 质 得 到 的 〈 参 看 上 节 定 理 


轧 . 
【 例 3] 求证 丽 数 72z) =2Re2z 只 在 :一 0 处 才 有 导数 ， 
解 : 在 zs 一 0 处 


和 了 ez 
lim Se lim .Te 0. 
z 下 多 z+ 


在 z==g0 天 0 外, 令 ?= 二 4 十 讽 ，%@6 一 Yo 十 Wyo， 有 


i jr Res—z:o Rez 
lim =lim 一 -一 ”2 
ate 已 它 szp 2 一 Ron 
1， | 《2 一 ;Rez ol Res— lew 
= lim| -< (一 和 ?Re Re 一 esn) 
一 0 多 一 六 3S— to 
人 一 Xo 
= Jimj« 1 >o 2 |. 
2Y 一 zu - 


现在 我 们 规定 以 两 种 特殊 方法 趋 疝 主因 时 ,分别 计算 盐 被 
限 值 ， 第 一 种 方法 ; 令 < 一 zo, 9 一 %， 则 由 上 式 得 

1i dw 

MN 


S-)Sn 2 
(三 


第 二 种 方法 ， 令 y=yo, 2-> xo, 则 由 上 式 得 
dw 


lim = 220 do, 
(y= = 
所 以 这 两 个 极限 值 当 zo 天 0 时 是 不 彬 等 的 ， 这 说 明了 了 画 数 
zxRez 六 z= 加 天 0 处 没有 航 限 . 
函数 f(x) =zRez 一 2 十 ixy 的 实 部 lw， 奶 =x3， 夏 部 
v2, 妇 ) 一 zy, 它们 是 两 个 “很 好 ”的 函数 ， 即 有 任意 阶 连 续 偏 


导数 . 但 是 ， 画 数 了 (2) 一 w(z, 的 十 和 (5 9) 作为 复 函 数 时 ， 
就 没有 导数 这 说 明了 : 尽管 复 函数 的 学 数 定 义 在 形式 上 与 
实 函 数 的 导数 定义 一 样 ， 但 实际 上 上， 要求 却 高 得 多 . 出 于 当 


z~> 知 时 ,可 以 要 求 在 平面 上 以 任何 方式 趋向 于 点 和 时 ,2 
都 要 有 同一 个 极限 值 ; 但 在 实 画 数 中 , 当 2 -> zo 时 , 只 要 求 在 
直线 上 以 任何 方式 趋向 于 点 zo 时 ,和 都 要 有 同一 个 极限 值 
就 够 了 ， 昌 然 , 前 者 的 要 求 高 得 多 ,因为 这 里 已 经 是 -一 个 二 重 
极限 药 问 题 了 ; 当 z -> oo 及 gy-> 锅 时， -分 -才能 有 极限 什 . 
下 面 研究 ,在 什么 情况 下 函数 有 导数 的 条 件 . 


伟 , 喉 ”解析 函数 及 其 性 质 


在 很 多 理论 及 实际 问题 中 ， 澳 要 研究 的 是 区 域内 的 解析 
画 数 ,下面 给 出 它 的 定义 . 

定义 2 若 郑 数 妈 =8o) 在 := 加 的 邻 域 SG) 上 省 定义 ， 
县 在 出 邻 域 中 函数 f(z) 处 处 有 导数 ， 则 称 丽 数 妈 =.Fs) 在 
2 一 加 处 解析 ， 若 团 数 包 = 了 f(s) 在 区 域 也 内 交 定 义 ， 昌 在 吕 
内 处 处 有 导数 ， 则 称 画 数 入 一 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 或 称 
2) 是 区 域 五 内 的 解析 函数 ， 

容易 看 出 ， 函 数 在 区 域内 解析 与 应 数 在 区 域内 处 处 解析 
的 说 法 是 等 价 的 . 以 后 可 以 见 到 , 区 域内 的 解析 消 数 有 一 系 
列 的 重要 性 质 及 一 整套 的 理论 ， 例 如 区 域内 解析 形 数 的 导数 
仍 是 此 区 域内 的 解析 函数 等 等 ， 这 桩 的 结果 在 微 积 分 学 中 是 
没有 的 . 这 些 都 是 以 后 要 研究 的 内 容 . 请 读者 在 今后 的 学 习 
过 程 中 ， 一 方面 要 注意 复 变 函 数 与 实 变 函 数 的 性 质 有 娜 些 类 
氟 之 处 ; 男 一 方面 还 要 注意 它们 之 间 有 什么 不 同 , 雇 及 从 实 变 


了 番 数 推广 到 复 变 函数 后 所 草 来 的 优越 性 . 

从 本 节 例 2 可 看 出 , 函数 ?人 是 正 整 数 ) 是 全 平面 上 的 
解析 函数 ， 而 从 例 38 可 看 出 , 函数 f(z) 一 zRez 在 全 平面 上 处 
处 不 解析 : 在 z=0 处 尽管 存在 导数 , 但 在 2~0 的 邻 域 中 , 除 
了 2 一 0 以 外 ,处 处 没有 导数 ， 

下 面 氢 述 解析 番 数 的 运算 、 它 也 有 类 似 于 微 积 分 学 中 导 
数 的 运算 法 则 ,有 下 列 定理 ， 

定理 1 设 函 数 2 一 六 (2) 及 %0== 了 otz) 都 在 区 域 吕 内 解 


析 , 则 函数 六 (2) 土 fs(2)、 记 2) folz) 及 -下 从 (在 fal)0 


fa(2) 

了 时) 也 都 在 卢 内 解析 ,并 .: 

1 方 ( 二 士 记 (0] 一 户 (2) 士 天 (2); 

2) [fi(2) fal2)] = fC2) fos) + fC) fC) 

1C%) |! (2) f(z) ~ fi (2)f2tzy ， 

9 [8] -£0 peoro 

这 个 定理 前 证 明 与 微 积分 学 中 条 应 定理 的 证 明 相 问 。 久 
给 读者 自 证 ， 

应 用 这 个 定理 , 由 本 节 例 2 可 以 看 出 : 任意 一 个 多 项 式 是 
全 平 而 上 的 解析 函数 ; 任意 一 个 有 理 函 数 , 即 分 子 与 分 母 都 是 
多 项 式 ,在 分 母 不 为 零 的 点 上 也 部 是 解析 的 . 

关于 解析 函数 的 复合 函数 有 王 列 定理 : 

定理 2 设 惫 数 各 =f(z) 在 区 域 呈 内 解析 , 且 函 数 xi 一 
8) 在 区 域 @ 内 解析 ， 沙 对 于 了 疙 内 任 一 点 2， 其 对 应 的 源 数 
值 妈 位 于 区 域 G 内 ， 则 函数 欠 = 红 .72] 在 了 号 内 有 定义 且 
解析 ,并 有 


{gL 2)1} = 9 EF) 7 (0%). (2) 
【证 】 对 任意 点 ED， 按 条 件 wo 一 f(%0) EQ， 且 由 于 


前 数 六 2) 在 z= 5 处 有 导数 ,因而 连续 ,这 春 示 可 以 找到 一 个 
充分 小 的 邻 域 8 人 so， 使 得 对 于 SCz0) 中 点 2 都 有 人 一 FI 
EQ, 且 在 2 药 邻 域 中 . 

由 于 函数 wy 一 g(w) 在 ww 一 wo 处 解析 ， 按 定义 ， 任 给 数 
es>0， 存 在 数 3S>0, 使 得 当 


0 一 |w 一 wm|<5 (8) 
时 ,有 
9 gw ， 
-20 = gn) i a, 四 


车 令 el(w) = 9 -g(oo)，0<1w 一 wj<2. 
0 


即 
JW — GW) = 9 (Wo0) CU 0) 8 U0) (一 to0) (5) 
于 《3) 及 (由 得 
Hm eCw) =0. (6) 
如 果 补 充 定义 so 一 0， 则 可 以 认为 公式 (对 各 一 to 也 成 
立 , 且 由 《6) 可 以 认为 e(200 在 妇 一 2 处 连续 
lim 2(w) — ECWw0) —0. (7) 
此 外 ,根据 上 而 所 述 , Ff(2) 在 x 一 为 焰 连 续 , 因 紫 , 对 上 述 8> 
0， 存在 数 61>0, 当 |z 一 知 | < 于 ， 有 
le 一 te| 一 人) -f(z0 <6. 


因而 ,由 (5) 及 (6) 得 
gf I gf C0) = Eis0)] CC) —f C20)) 
+ eTf C2] Fe) —f C0)) (8) 
及 Hm e[/ (2)] ~ lim e(w) =0, (9) 
由 (8) 得 


了 LA 一 中 一 8 '[F(so)] 2 


+ ef f(2)] 7 (2) =f(z0) 


pp 
在 上 面 等 式 中 ,两 边 取 极限 2 一 xo， 就 得 到 了 (2). 】 
【例外 求 和 -2)? 的 时 数 (n 是 白 然 数 )， 
解 ， 这 个 函数 可 以 看 作 是 函数 21 一 wr 及 包 =I+ 吕 的 复 
合 落 数 .、 出 定理 2 及 导数 的 运算 法 则 , 得 
[各 =1 守 语 2 
对 于 上 节 中 引进 的 有 反 苞 数 , 有 下 列 定 理 . 

”定理 8 设 函 数 名 =.f(*) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f(z) 冯 0， 
zED， 令 PY 为 :在 DL 上 变 化 时 = 了 f(z) 所 取得 的 值 的 集 
合 ( 称 为 值 域 }， 设 z= 由 (w) 是 函数 (2) 的 单 值 反 削 数 , 且 在 
P 卫 上 连续 , 则 % 一 (2) 在 卫 上 解析 , 且 


Pn u 
vv (ww) Ftaw) 】 ' 


[证 】 对 任意 一 点 EP， 由 导 z= 圳 ( 吕 在 二 wo 处 连 
续 ,因此 当 zg 一 ze 时 ,2 一 市 Go) 一 50 一 晶 (oj 从 而 有 


(10) 


lim 0 pw) _ ]jm 工 
了 一 to 二 Dom 一 Ho 
2 一 加 
lim Ee 1 2 T 了 
za Wa 0) fF (wo0)] 


~—Zo 
{ 例 晤 求 n 个 函数 
AMYOhA we F090 l D) 


六 在 第 七 章 中 将 证 明 卫 是 一 个 区 域 . 
双关》 符号 “会 ” 肖 示 “定义 为 ”。 
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在 区 域 o<argtz<yo 十 2xf 上 的 导数 (go 为 常数 ) . 

解 ， 已 知 这 %; 个 函数 是 函数 w=“ 的 % 个 单 什 反 函数 ， 
显然 ,它们 在 区 域 go<arg ww<po 十 2m 上 都 是 连续 函数 ， 事 实 
上 , 这 只 要 从 它们 的 模 及 幅 角 的 连续 性 就 可 以 看 出 ， 根据 定 
理 3, 它们 都 是 区 域 po 过 arg < 之 pot-2wm 上 的 解析 函数 ,县 


AC I 工 (wy (11) 


dw ei 作 t 


以 后 还 可 以 看 到 各 种 解析 函数 的 例子 . 


习 题 分 .全 
工 下 列 画 数 在 何 处 有 导数 ? 并 求 出 导数 来 ; 


《了 (~—1)" 《3) Ts 


(3) Eb， 与 4 中 至 少 有 一 个 不 为 霉 ; 


ne- 


日 4 -- 马 A 
(C4) (22—1)?(221)’ (OD Tr 
《6) 瑟 《7) js 上 3。 
包 ， 试 证 阴 本 章 第 一 节 的 定理 荆 


第 三 节 ，” 柯 西 - 黎 曼 方程 


上 一 节 虽 然 定 义 了 复 变 函数 的 导数 ， 但 要 具体 判别 一 些 
函数 究竟 有 没有 导数 ， 以 及 如 何 求 册 来 ， 却 不 是 一 件 容 易 的 
事 ， 冰 为 一 般 说 来 ,极限 

Ce ZC—20 
是 一 个 二 重 极限 ，% 一 zo, 2 一 加 所 以 是 非常 难 求 的 ， 从 另 
一 个 角度 来 看 ， 疑 然 复 变 函 数 zz) -wrx,， DD) 二 iv(%， 
一 60 一 - 


是 由 其 实 部 及 虚 部 作为 两 个 变量 ”> 与 g 的 实 函 数 来 定义 的 ， 
那么 是 否 可 由 函数 &(z,， 仍 及 ?cz， 妇 的 可 微 往 推出 .六 2) 的 
可 微 竹 呢 ? 由 例 3 看 出 ,即使 实 部 wz, 9) 及 庶 部 2(o 人 有 
任意 阶 的 连续 导数 ,也 推 不 出 函数 了 Cz) 有 导数 的 性 质 ， 那 么 
怎样 才能 从 实 部 及 虚 部 的 可 微 性 来 刻 划 函 数 本 身 的 可 铀 性 
呢 ? 经 过 深入 研究 , 可 以 发 现 , 当 函数 六 2) 有 导数 时 , 其 实 部 
wo 9) 与 虚 部 el(z, 角 ) 并 不 是 独立 的 , 而 是 有 一 定 的 相 吾 依 
理 关 系 ; 反 过 来 , 当 这 入 相互 依 琥 关系 满足 时 , 由 实 部 及 虚 部 
的 可 微 性 也 可 以 推出 苗 数 疙 z) 本 身 的 可 征 性 .精确 地 说 ,和 有 
下 列 定 理 : 

定理 4 设 画 数 f(s) 一 wlw, 引 十 记 (x, y) 定义 在 区 域 太 
内 ,而 和 一 io 七 是 到 域 马 中 的 一 个 点 .车 耳 数 2) 在 ?一 
zo 处 有 导数 , 则 其 实 部 zz，9) 及 虑 部 lz, ) 满足 下 列 两 个 
条 件 : 

I) w(tz，9) 与 v(xw，g) 看 作 两 个 变量 2 与 2 的 丽 数 时 ， 
在 点 和 = (ro Yo) 处 可 微 , 即 存 存 常数 &，D,， 6, 4, 使 

uw, Y)— uro, Yo) = (FDe) 24 一 加 ) 
Fes, (Sto) t+ E(x, YY— Yo); 


wD 0m) a 
tes(z, YF— Fe0) tély, YY— Yo), 
其 中 Jim ee, =0 (4=1, 2, 3, 4), (2) 
y+Ys 
2) 在 点 zo 一 (zo, Wo) 处 有 
eh (8) 
并 且 存 ?= 如 外 有 


一 61 - 


户 (2) Ov [2 . OU 


-名 +i 名 = 名 +45 


Br Gy dp 

D Ou Oo ,A 
yy 9 
【证 】 先 证 1 因为 沙 数 f(z2) 在 zw% 处 可 微 , 因 些 , 若 


令 
fe fe) = (zo ) + el?), {5) 
all lim s(2) =0. 
设 s(x) E5(%, y) 二 bselz, gy), 
则 由 极限 性 质 ( 见 本 章 第 一 节 定 理 2) 得 到 
lim esx, Y) =lim ecx, Y) =0. (6) 
ph CA 
令 F ko) 一 4 十 让 ， 其 中 二 与 吾 分 别 是 复数 值 Fao) 的 
实 部 与 虚 部 , 则 出 等 式 (5) 挫 出 


[u(r, y) —u(wvo, yo) iv, Y) 一 2(zo， yo)] 
=[A(z—w0)— By— yo) HiB(S— 0) + ACY— yo)] 
+ [es(r, Y)(S— zo) — Eslz, YY ~— 0)] 
télee(z, WS— zo) + ecls, Y) (Y— 0)]. 
分 别 考虑 实 部 与 虚 部 以 后 ,就 得 到 
Wz, 的 一 MU(zo Yo) = A(x—40) — By— Yo) 
tesle, W(t—wo) — esl, YY —yo) 《7) 


vr, Y)— ovo ge) 一 五 (% 一 xzo) tA(Yy— Yo) 
+eol%, F(T—zo0) t ess, Y) (9 一 加 ). (8) 
一 62 -- 


这 就 只 证 明了 郴 数 zx(e，?) 与 2(%，9) 在 点 〈zo， 辐 ) 的 可 微 
性 (比较 (1) 与 (中 .8), 取 81= eg,63 一 一 86、 64 一 26、84 一 65 即 
可 ). 

下 面 证 明 2)， 在 公式 (7) 中 , 令 yyo, 并 将 等 式 两 端 除 
以 z 一 wo 后 取 极 限 , 则 得 到 在 点 (xo, Vo) 处 


au 
Be 


同样 ,在 公式 (7) 中 , 令 x 一 wo, 并 将 等 式 两 边际 以 g 一 如 后 取 
极限 , 则 得 到 在 点 (zo， go) 处 


二 


由 公式 (8), 用 类 似 上 述 方法 可 以 得 到 在 点 (zo, 如 ) 处 
Ov 
下 = 也 本 

这 就 证 明了 等 式 (3) . 
最 后 , 在 等 式 (5) 中 , 令 Y=, x 一 zo， 则 从 等 式 左 端 得 


=A 


到 
lim -上 2 [wz, Yo) ov, Wo)] Se [ut oo, Yo) + ov (ro, yo)] 


VW= Wo 光一 2 


Tip 


Ou (zo, Yo) sj Bofzo， Yo) 
Dr ez 


因而 由 等 式 (5) 及 上 式 , 在 (zo, Wp) 处 就 有 


Ou 2 av 
7 -Eri 


由 此 再 利用 等 式 (3) 就 得 到 等 式 (4). 了 
这 个 定理 说 明了 ， 若 函数 了 (2) 在 :一 加 处 有 导数 ， 那 么 
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要 计 算 其 导数 值 , 可 以 不 必 从 定义 出 发 求 第 二 节 中 公式 (的 
极限 俏 , 而 直接 去 求 沙 数 f(2) 的 实 部 与 哑 部 在 此 点 的 仿 导 数 
值 即 可 , 这 就 带 来 了 很 大 的 方便 .余下 的 问题 , 是 如 何 判 别 获 
数 f(z) 在 某 一 点 := 和 处 有 导 获 .下面 的 定理 (上述 定 理 的 
逆 定 理 ) 回答 了 这 个 问题 . 
定理 2 设 画 数 .jz) 一 Ud(z, 切 十 名 (2 0 定义 在 区 域 品 
内 , 而 各 = wo 十 byo 是 区 域 力 中 的 一 个 点 。 车 阔 数 了 27) 的 实 
部 www, 9) 与 中 部 2(%, 92) 潢 足 定理 1 中 的 两 个 条 件 , 踊 若 它 
们 在 点 2- (zo, 加 ) 处 可 微 ( 见 公式 (DD)), 且 满 足 公式 (3), 则 
函数 jg) 在 2 一 加 处 有 导数 , 旧 等 式 (和 成立， 
【证 】 根据 两 数 xz 9) 及 2(zw, 胃 ) 在 点 如一 (zo， 加 ) 处 
可 微 的 假设 〈 即 公式 (DD 成立)， 可 以 用 定理 工 的 证 明 中 的 方 
法 , 先 令 y 一 yo, 7 一 3oi 再 令 2=- wo, 4 一 3， 就 可 以 得 到 
we Dn + 
x (y—Yo) + ew, Y) {Lo— Lo) 
+ es, Y) {Y— Yo); 《9) 


0 
X 一 加] + eam, YT— Lo) 
est, YY — yo), (10) 
ed Ou Cv Pi a lh 
中 ( Bs 由 下 By yt Bx 儿 有 ( By ) .分别 表示 偏 导 数 3 
号 、 名 及 名 在 点 (eo, go) 处 的 值 ， 而 ex(z, 维 、ss(2, 9)、 
ED y) 及 &4(%, yy] 浇 尼 公式 《2) . 
将 等 式 4(19) 乘 以 4 后 与 等 式 (9; 相 加 并 利用 等 式 (3), 就 
可 以 得 到 


一 84 一 


六 


f(z) —f {x0) 了 [Lulz, y) -- (wos go)] 
二 [oz Y)— vro, Yo)] 


-e+ 
+ 多 中) (y 一 加 ) 十 [Fat(e, y) +ées(w, 的 ] (一 oo) 


十 [sga(z， 23) — beslr, Y)] (Y — Yo) 


=-[( 杂 ) + 名 ) |]c- 中 十 [( 吕 ) 一 多 下 因 ] 


XLY—Yo) + Letoies] (和 一 2o) eatier] (一 加 ) 


[过 ) 二)]e-+ [号 ) + 二 放 ] 


Xigy Yo) -+ [et 二 zes] (x— vo) + [Lestiesl(Yy— Yo) 


-[( 续 ) a (名 2) | -F [etiesl (2— zo) 
十 [es 十 ze (y— go), (11) 
由 第 一 章 中 的 不 等 式 (2), 得 到 
-一 2 | <1 YY | el 
2— Zo Z—20 “ 


由 此, 在 等 式 (11) 的 两 端 除 以 一 2， 再 令 z-> ,利用 上 面 两 
个 不 等 式 及 极限 (2), 就 得 到 


lim f (2) —f (20) =-( 彩 3】 二 ti(2 >) . 


下 ZY 一 20 
即 产 (zo) 存在, 因而 由 (3) 就 可 得 到 (4). ] 

归纳 上 述 定理 1 和 定理 2， 就 可 得 到 沙 数 (2) 在 区 域内 
解析 的 充分 必要 条 件 如 下 : 

定理 8 设 函 数 f(2) 一 u(z， 了 十 ib(z，%) 在 区 域内 
有 定义 , 则 它 在 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : 

1) ww, 9) 与 vw 幼 在 了 内 处 处 可 微 ; 


9) wlzw, 9) 与 v(x, 9) 在 浅 内 处 处 满足 一 防 仿 币 分 方程 
组 


这 个 方程 在 实际 问题 中 很 有 用 ， 称 为 柯 西 - 葡 受 《Oanchy- 
Riemann) 向 分 方程 , 式 柯 西 -将 曼 条件 ( 简 写 为 OQ.-R. 条 件 )， 
需要 强调 的 是 : 这 两 个 条 件 对 村 函数 的 解析 性 来 说 , 都 是 
必 不 可 缺少 的 ， 俩 如 函数 
2 一 2Rez 一 32 十 12 
在 平面 上 处 处 不 解析 ， 事 实 上 , 由 于 Mr， 风 一 2 We 只 一 
zy 所 以 


Ou Ga _ 

7 
Oy 
Br 2 Gy 


它 只 可 能 在 x*=0,y==0 这 一 点 渍 足 柯 点 - 黎 曼 条 件 , 而 在 其 他 
地 方 不 满足 ， 所 以 它 不 足 解 析 画 数 . 在 本 章 的 复习 讨论 题 中 
给 出 一 个 消 数 , 它 在 平面 上 处 处 满足 森 西 - 黎 曼 条 件 , 但 在 个 
四 点 上 不 满足 可 微 性 条 件 ， 故 它 在 此 点 没有 导数 〈 殉 第 也 
题 ). 

定型 纯 或 定理 3 既 提 人 殿 了 判别 通 数 解析 狂 的 方法 ， 员 指 
出 了 如 何 求 导数 值 ， 用 这 种 方法 时 避免 计算 二 重 极 眼 {可 微 
性 可 以 通过 偏 导 数 的 连续 性 看 出 来 ， 调 初等 巩 数 是 连续 可 微 
的 ), 这 就 给 计算 导数 带 来 很 天 的 方便 , 

【 锁 二 求证 函数 即 一 2 一 2 一 刘 在 平面 上 处 处 不 可 微 . 

{ 证 】 设 铝 一 区 9 9 二 多 (8 9), 则 WE 9) =2, (5, Y) 
一 一 %g。 于 是 得 

一 68 一 


"WW 
Ov Ov 
2 


它们 处 处 不 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 所 以 处 处 不 可 微 . 了 
[ 例 2】 求证 函数 
wuls, WD +ivle, Wi 
在 z=2 十 包头 0 外 解析， 
[证 】 出 于 在 * 关 0 处 wz, g) 与 5(z, 切 部 是 可 微 函 数 ， 


县 
Bw V2 Ou_ ~—2y 
ar OT) Oy (ety 
OL 2z0 Ov 惟一 培 


王八” WT 
即 流 足 柯 西 - 黎 学 条 件 , 因 此 函数 


Ws 
23 十 中 22 十 多 
在 < 类 0 处 可 微 ,其 导数 为 
y2— Zz i Yi 
(C22 -+ yy) 《22 二 32)3 《23 二 3 
= (zs)2 1 
a 


第 二 节 公 式 (1) 的 极限 时 ,分 别 可 在 儿 轴 方 名 及 y 轴 方 向 求 极 
限 , 利用 这 两 个 极限 值 相 等 ,就 得 到 柯 西 - 整 曼 条 件 . 可 以 想 
象 , 如 果 换 为 其 他 两 个 方 身 , 例如 在 柜 堂 标 系 中 , 用 向 径 方向 
及 极 角 变化 的 方向, 同样 也 可 以 得 到 两 个 关系 式 。 有 有 关 这 些 
事实 , 可 参看 本 节 习 题 2.3 的 第 5 题 与 第 6 题 . 


习 题 吕 : 人 3 
， 下 列 函 数 在 何 处 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ? 


(1) tp 一 3 一 * 十 253; (2) = 1, 
{3) w=%; 【和 w=|sls; 
(5) w= 


， 芒 数 了 (#) 一 地 ?十 这 中 在 何 处 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ? 在 何 处 有 导 
数 ? 在 何 处 解析 ? 

， 设 沙 数 了 (5) 一 办 十 px 二 ic) 是 全 平面 的 解析 苞 数 . 准 2、 
0%、 有 的 值 ， 

证明， 若 函 数 f(8) 在 区 域 忆 内 甸 析 ， 产 (3) 寺 0， 则 了 (2) 恒 为 常 
数 、 

， 设 大 2) 一 Myet 古训 人 re )，2 一 Ye 证明: 世 与 满足 柯 西 -~ 黎 
曼 条 件 的 必要 与 充分 条 件 是 

rr ne 

6， 设 函数 了 (8) 定义 在 区 域 了 上， 考虑 区 域 DD 内 任 一 点 上 的 天 个 互 

相 垂 直 的 方向 s 与 %, 其 中 由 s 到 是 按 逆 时 针 方 向。 和 证明; 彤 数 

了 (2) 在 必 内 解析 的 充分 与 必 蔷 科 件 是 : 

C1》 f(s) 的 实 部 与 虚 部 在 DD 内 可 微 ; 

(2) 在 吕 内 每 一 点 上 ,满足 


[wa] 


并 由 这 个 结果 验证 第 5 是. 
. 求证 函数 f(x) = Vlwy| 在 一 0 处 满足 何 西 - 黎 曼 条 件 ， 但 它 在 
z=0 外 没有 导数 . 
第 四 节 ”初等 解析 函数 


在 本 意 第 二 节 中 曾经 讲 过 ， 考 函数 w= 在 全 平面 上 多 


析 ， 其 反 函 数 := 6, 或 写成 一 7 , 若 取 其 呈 个 分 支 通 


数 (FD)s= 上]we (60，1，…， 一 二 则 在 全 平 
面 上 除去 射线 argz~00 后 的 区 域 即 8<argz<9o 上 2mr (oo 为 
实数 } 上 解析 . 多 项 式 在 全 平面 上 解析 . 有 理 函 数 在 全 乎 面 上 
除去 分 母 为 零 的 点 以 外 也 在 全 平面 上 解析 .这些 函数 都 可 以 
看 作 是 微 积分 学 中 相应 的 实 变量 函数 的 推广 . 在 微 积分 学 中 ， 
还 有 其 他 一 些 初 等 函数 , 如 指数 通 数 .对 数 函 妆 . 三 角 画 数 、 反 
三 角 函 数 、 双 曲 函 数 以 及 反 双 时 函 数 等 等 . 这 些 函 数 在 复数 
域 上 应 该 取 什 么 形式 ? 它们 是 否 也 有 导数 ? 这 些 问 题 都 是 这 
一 节 要 讨论 的 ， 

工 .指数 函数 

在 第 一 章 第 一 节 中 曾经 对 任何 实数 y, 定义 

6 和 coszy SsinYy. 

它 具 有 指数 函数 的 性 质 , 称 为 欧 拉 (Fuler) 公 式 ， 对 于 任意 的 
复数 z=% 十 饱 ， 自然 可 规定 


eA = (008Y to gn y), (1) 
称 为 指数 函数 ,显然 右 
| 后 | 一 好 Arge =gy--2kxr 人 是 整数 ). (2) 


显然 , 当 ? 的 实 部 x=0 时 , 就 得 到 上 述 的 欧 拉 公 式 , 所 以 {) 
是 欧 拉 公式 的 推广 ， 可 以 证 明 ,指数 函数 e 具有 于 列 几 个 重 
要 的 性 质 ; 

{办 对 于 任何 复数 2 公款 由 

(2) 对 于 任意 两 个 复数 加 一 各 十 i 及 22 一 2%4 十 多 3， 有 

CD — ge {3) 

(3) 鹿 数 ef 有 且 仅 有 同期 为 2xi (至 多 相差 2m6 的 整数 

储 ), 即 9 一 人 


(4) 【6 一 的 (4) 
事实 上 , 对 寺 性 质 (人 : 车 =0, 则 其 模 e*=0, 而 这 是 
不 可 能 和 的， 对 于 人 性质 (2)， 由 上 面 公式 (1) 及 第 一 章 中 国 数 
ey 的 指数 性 质 ( 见 第 一 章 第 一 节 公 式 (9)) 可 以 得 到 
Gita) eft te) tity VA gtr) E(t) 
Can 
对 于 性 质 (3)、 洗 然 有 
ptari A er+ mi, gty 二 区 a LT 
如 果 还 有 周期 为 ==w+teos, 即 1" 一 r 时 , 则 有 
rt og 一 ob 
比较 上 式 两 端的 模 与 旺角 ,就 得 到 
2 十 ol= 2 及 4 十 oo-gy 十 28r (6 是 整数 )， 
出 此 得 到 91—0, wa = 2kN, 
即 w= 2kmi 为 2 的 整数 倍 . 对 于 性 质 (D: 设 一 ww, 级 
十 iw(w, Yy), 根据 前 面 公式 (1) ,得 
UF, Y= C0, YX 一 于 Sin ay 
这 两 个 函数 在 金平 障 上 部 是 可 微 函 数 ,日 


Os —e Siny 
Ar oy ” 


2 erging 22 .sreosy 

az ” Oy | 

即 满 足 柯 两 - 黎 昌 方程。 根据 第 三 节 定 理 3: 8* 是 全 平面 上 的 
解析 困 数 , 上 


0 全 (ec 一 -一 i Br eosy tiie gin y=- 6*. 


ee 节 定 义 1 1 出 发 直接 用 导数 的 定义 米 证 明 性 质 
(4) 是 比较 尊 烦 的 ,有 兴趣 的 读者 不 妨 试 证 一 下 . 
2. 对 数 函 数 


~ 了 6 一 


对 数 丙 数 刀 =Lnz 是 作为 少数 z= 二 0” 的 反 函 数 而 定义 的 . 
将 易 看 出 ， 对 于 任意 一 点 有 无 穷 多 个 忆 的 值 与 它 相对 应 ， 
事实 上 , 设 
gs— [sles aw—uUA-dy, 


比较 z 一 e* 两 端的 模 与 幅 角 , 则 得 到 


|?| 一 的 ， Arg%=%, (5) 
骂 w=Lnz=ui+iv=ln|z| +iArgz 
二 nlz| -HZarg2 二 2 (作为 任意 整数 ). {6) 
其 中 Oarg <2 
或 oargz<Bo+2m 《9 为 任意 实数 ). (7) 


出 此 看 出 多 Ln 有 无 穷 多 个 值 ， 设 
(Lns)x—Inlz|d-iargz+t+2kmi (为 任意 固定 的 整数 )， 

(8) 

这 些 函 数值 之 问 的 差 为 2 的 整数 售 ， 《Lnz)s 称 为 Lnz 的 

第 个 分 支 ,显然 它 在 区 域 

0<argz<2m 或 一 NX<argz 必 人 i 

内 连续 , 因此 根据 反 函 数 的 导数 定理 ( 见 本 章 第 二 节 定 更 3)， 

得 

1. -J 


。 工 
(ee)’ WwW= (Lne)x [nd = (Ens) 区 
即 任何 一 个 分 支 的 导数 值 都 相等 , 旦 为 二 

特别 当天 *0}, (Lnz)o 人 In:- ln!s| -iargy, 
其 中 DOSargz<2x 或 一 Ta 所， 
它 是 实 请 数 Pa 在 复 平 面 虐 的 推广 . 

对 于 对 数 通 数 的 积 与 商 ， 有 下 列 两 个 性 质 . 没入 0， 
?3 区 0， 刚 


(Lnz); = (9) 


一 7 了 1 一 


(1) Ln(ze%) =In|%2a| ti Arg% 2 
=In|lal+In|z|+iArgatiArgr 
— Ln Ln zo; {10) 
(2) Ln ( 双 ) -Im 全 | +8Az 熏 
nla!l~In|z| -tiArgz—s Arg 2 
= Ln 21— Ln ?2, (11) 
公式 {10) 与 (11) 应 该 理解 为 ， 当 (10) 或 {11) 中 等 式 右 端的 对 
数 任 取 一 个 其 分 支 所 给 的 值 以 后 ， 左 端 也 一 定 有 一 个 分 支 的 
值 与 右 端的 值 相等 . 
对 任意 的 复数 &， 当 :天 0 时 ,定义 
A gOnle frarg z+ Rad) (kK 为 任意 整数 ). (12) 
由 于 Enz 的 多 值 性 , 所 以 一 般 说 来 , 2” 是 一 个 多 值 函数 . 当 
# 一 0 时 ,具有 在 a 是 正 实数 时 , 才 规 定 避 =0. 
短 函 数 有 下 询 儿 个 性 质 ， 
(DD 当 a 一 各 风 是 正 整数 时 ， 竺 是 单 值 函 数 ， 且 空 =2， 
它 就 是 范 数 2 自 乘 苑 次 而 得 到 的 函数 . 事实 上 ， 从 上 面 定 义 
中 的 等 式 (12) 得 到 


人 Am lnz_。 E19 多 tiATE +2RT) en z|+iarg #) 


一 |2 se age 一 2 
(2) 当 a= 一 m,n 是 下 整数 时 ,一 去 -, 束 用 同 二 方法 证 
明 . 
(8) 当 a= 去 ,是 正 整数 时 ,就 是 根 式 函 数 尽 。 事 


一 72 一 


lnz 一 et stg 4+2krt) 


工 
AAAe" 
im 了 | 上 1 TE 二 28T DR 二 二 A +o 
一 nt 一 


它 只 在 大 =0， i, 2, aid FI {rt 工 时 才 取 不 同 的 值 ， 
vz, 
(各 考 上 处 x* 的 每 一 个 单 值 分 支 , 其 中 
6o<arg2<p 二 2 [如 为 任意 实数 ). 


所 以 就 是 


容易 看 出 , 它 就 在 这 个 区 域 上 连续 ,所 以 根据 反 函 数 及 复合 隐 


数 求 导数 的 定理 (本 章 第 二 节 定 理 2、 3) 得 


(ze /一 (er In 一 6xImzs oo 过 一 ae 


它 在 形式 上 与 微 积分 学 中 短 函 数 的 导数 是 一 样 的 ， 


和 4- 三 角 画 数 
由 第 一 意 第 一 节 中 的 欧 拉 公式 (8), 有 
和 一 608 忆 十 人 Si 和， 8 这 一 008 区 一 人 Si 人， 


将 这 二 式 相 加 与 相 减 , 得 到 


it 了 ee- 放 ， a 
COS 如 一 sin 4 一 
2 2% 
因此 对 于 任意 的 复数 >， 自然 可 视 失 
da 1 了 
Cos zx 会 -一 子 一; 
is— 这 
Sinz 从 - 
Dt 
Sinz 一 6 
tg sn 三 此 二 
GCOS % Ehe 


它们 显然 都 是 实 三 角 范 数 cos xz, sin x、 纵 2 的 推广 . 


这 样 定义 的 三 角 尚 数 具有 下 列 重要 的 性 质 : 
(1) 对 任何 复数 x, 有 


COszt ssing=e”, 


= (18) 


(14) 
(15) 


(16) 


{17) 


2 


万 实 上 , 由 二 述 (T14) 式 与 015) 式 就 可 得 到 . 
(3) cosz 是 假 函 数 ，sinz 是 奇 函 数 , 即 
608( 一 2)] —=008%, SiN(—%) = ~ ginz, {18) 
这 也 可 由 上 述 (T4) 式 与 (15) 式 得 至 . 
(3) 对 任何 复数 z, 有 
Cos? z+ sin?2—1, (19) 
事实 上 , 从 (14) 式 与 415) 式 就 可 得 到 


2 2 et 十 可 -这 2 es 一 6 一 局 ) 
COS z 十 BID 区 ( 人 ) 十 (3 


EX G242 十 2 一 6- 21z B33 -一 全 十 BT 一 282 a 
4 4 


(4) cosz 与 sinz 都 以 2w 为 周期 ， 柜 zxz 以 ww 为 周期 ; 
Co05(2 二 285) =C08%, Sin(g 二 2m) = sin2， 刀 (2 十 区 ) 一 让 
这 三 式 都 可 由 名 式 ~(16) 式 推导 出 米 、 下 面 证 明 eosz 除 
了 2m 以 外 ， 和 再 无 其 他 周期 (精确 到 相差 2x 的 整数 倍 )，、 事 实 
二, 设 名 为 cosz 的 周期 ,出 
Co03( 人 -人 D) =— C0g% {20) 


对 任何 z 都 成 立 . 特别 地 ,在 上 式 中 令 *- 可 ,就 得 到 


cos( 扫 十 o) -0 有 即 a (F+%) eis+e) =0, 
从 而 得 到 


ei 0) - 一 工 . 
这 样 , 按 上 述 对 于 对 数 函 数 的 讨论 , 得 
地 2) =Iaj 一 1 十 o-F28zt (Ek 是 某 个 整数 )， 
盈 w= Er. 
将 此 式 代入 (20) 后 ,再 令 2=0, 则 得 到 


cos 四 一 cos 有 和 5 一 二 


# 


因此 训 必 须 是 侦 数 ，£ 一 2m， 即 一 2mar( m 为 整数 )， 
同 法 可 证 sinz 以 2r 为 周期 ， 妃 2 以 为 周期 . 
{5) 对 任 症 复 数 氏 = 各 十 i 如 一 Za 十 讽 s， 有 
CO -HY9) = CO 21 C05 Ha — Mn 2 Sin Zas (21) 
in (21 二 22) = gin za cog2 -{- COS £1 SIN za， (22) 
事实 上 ,由 公式 (17), 令 z= 如 十 ,可 得 
COS(1 十 29) 二 $sin(x1 十 加) 一 ee 各 
= emt) ty — (+) tfzi 二 1 
rr pi -6 一 各 +iti sg 一 全 +i4 
060i (C021 TS in ) (coszo+ Ssin 22). 
将 上 式 右 端 乘 开 后 , 得 到 
COS(21+2a) 二 Ssin(z 二 a) 
=—{008 A COS Zo — Si Zi SIn fa) + (sin 21 C08 22 + C08 21 Sin 为)， 
将 上 并 中 的 二 热 为 一 zi 因 换 为 一 2s， 利用 性 质 (2), 可 得 到 
COS (21 十 如) 一 六 SIC3 za) 
一 《cos zi 00829 — Sin 21 Sin za) 一 趟 Sin zr 0082%a 一 C0821 SIN %3), 
将 上 述 两 个 等 式 前 两 端 分 别 相 加 及 机 减 就 得 到 (2]) 及 (22). 
由 性 质 (5) 可 以 推出 很 多 与 实 函 数 相 类 似 的 三 角 函 数 的 
各 种 恒等式 ， 这 时 不 多 叙述 了 ,有 兴趣 的 读者 让 已 可 以 推导 ， 


(@) {sin?)’=60s%2, (CO)' 一 一 Sinz， (2 
事实 上 , 利用 三 角 函 数 的 公式 《14) ~(16) 以 及 指数 苞 数 的 导 
数 性 质 , 就 得 到 


《ee 一 9 全) a de 十 32- 记 Etz -mt 


im zf 5 | = 008%; 

oa 如 列 风 
1 《eg 十 BA 人) dO — he 从 a i 四 sin 
C0 3 3 到 和 


1 fsins VY (snz)'cogz—sinz(cosz) 
(2)'= (es) 2 
oo0s3z 十 sin2z 了 
008S z CO082 2 
问 样 还 可 引入 其 他 的 三 角 驮 数 , 旭 ， 
ctg 儿 = CO ge02 =—L ， cs z= . (29) 
sinz COS% sin 


它们 都 在 分 母 不 等 于 零 处 解析 ， 其 导数 值 与 微 积 分 学 中 对 应 
的 实 函数 的 导数 值 是 一 样 的 ， 
《ctg 2) 一 一 08C8Z， (secz)'=S3002°* 检 
(csc zj = 一 GSCYctg z, 《24) 
最 后 , 有 必要 指 内 : 在 复数 域 中 ,不 等 式 
lsinz| 所 I 与 |eosz| 扫 1 
不 是 到 处 都 成 立 的 ,读者 自己 可 以 证 明 这 一 点 。 
5. 反 三 角 函 数 
首先 考虑 函数 
负 一 008 芭 及 人 一 Sin% 
的 反 范 数 
2 一 内 reocoqa2 及 2 一 人 resinzp， 
从 下 面 将 要 进行 的 讨论 可 看 出 : 由 = cosz 及 ww 二 sinz 可 以 取 
到 如 平面 上 的 任何 一 个 值 ,因此 ,车 述 两 个 反 函 数 在 全 平面 上 
都 有 定义 。 习惯 上 , 将 z 看 作 自 变量 , wv 堵 作 因 变量 , 故 可 长 
写 为 : 
Ww Arceo8s, Arcsinz. 
前 者 称 为 反 余 豆 三 角 丙 数 ,后 者 称 为 反正 弦 三 角 范 数 ， 下 而 
将 这 两 个 反 三 角 函 数 用 指数 函数 来 表示 : 
首先 考虑 名 一 六 re cogz 因为 2 一 cs2w， 因 此 出 前 面 公式 
《14) 得 
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一 
即 《et 2 一 2xpt 二 1 一 0. 

解 之 ,得 at 一 2 十 攻 一 11. 

从 而 得 w=Arccosz -In( | Lvl). (25) 


它 是 一 个 多 值 函 数 ; 根 式 泡 数 是 二 值 函 数 ,对 数 阔 数 是 无 穷 多 
值 函数 . 出 此 也 可 看 出 , 它 对 平 而 上 的 任何 复数 值 x 都 是 有 
定义 的 . 

对 于 列 数 名 = Aresinz， 由 zz 二 sinw 及 前 面 公式 (15) 得 


到 
0 
2 1? 
即 (ee)2 一 2i26i 一 上 一 0. 
解 之 ,得 嫩 一 如 十 工 一 冯 
由 此 得 WwW=Aro sinz 一 部 In{is+ v1i—2)}. {26) 


这 也 是 一 个 多 借 医 数 : 根 式 函数 是 一 值 函数 , 对 数 函 数 是 无 穷 
多 值 函数 ， 在 此 同 社 也 可 看 出 ， 它 对 平面 上 的 任何 复数 什 z 
都 是 有 定义 的 . 

对 于 函数 w 一 Are 馈 出 由 2 一 妃 岂 及 前 面 公式 (16) 得 


到 
a 1 ew—e”m i, 0m—1 
避 二 
1 十 识 
4D 一 
即 i 
由 此 得 
本 十 宫 > 
WwW Arotg%= 于 In Tn (27) 


一 了 y 一 


这 也 弟 一 个 无 穷 多 值 函数 、 但 此 函数 在 z 十 ;无 定义 ， 因 为 
它 使 对 数 函 数 无 定义 . 

这 三 个 反 三 角 函 数 在 相应 地 取 了 单 值 连续 的 分 支 后 ， 根 
据 反 函数 的 导数 定理 { 见 第 二 节 定 理 3), 就 得 


(Arc cosz)! ey De 一 二 庙 eo 
er tr eR 
(Arosins)’ -Tree | = mm 
-TS -让 (29) 
CAre 馈 = 吉 LinG 697 一 让 [in(t 一 i)] 


6. 双 曲 秀 数 与 反 双 蓝 函 数 
双 虎 正 芝 函 数 及 双 曲 余弦 蝎 数 分 别 定 义 为 
一 6 十 6 
sh%= 可 一， cz 一 一 可 一 ， (81) 


显然 ,它们 都 是 全 平面 上 的 解析 函数 , 且 邦 是 相应 的 实 双 曲 函 
数 的 推广 。 具有 下 列 儿 个 重要 性 质 : 


人) sh2= —isin(i), ohz=cos(é). (3832) 
事实 上 ,由 
oN BC) .1Ki2) 区 B-9 63 
sin (iz) = De -57 
及 cos(iz) -二 a 和 
就 得 到 公式 (32). 
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记 于 公式 《〈382)， 使 得 双 曲 画 数 与 三 角 本 数 之 闽 存 在 很 多 
密切 的 关系 ， 才 很 多 双 遇 函数 的 性 质 可 从 三 角 范 数 的 性 质 推 
导出 来 . 

(2) ch2z— sh z=1., (38) 

事实 上 ,从 等 式 (32) 及 (19) 就 得 到 

ch>z—sh¢= oo0sa(iz) 一 【一 总 Sinfte) )3 
全 6083( 如) 十 Sin2(zo) 一 工 。 

《3) (sh2) 一 ch (chz)'=shz. (34) 
这 可 由 双 楠 正 兹 酌 数 及 双 曲 余弦 汞 数 的 定义 [公式 (31)] 通 过 
指数 函数 的 导数 直接 得 到 ， 

下 面 考 虑 它们 的 反 函 数 : 若 对 于 任意 的 值 w, 可 以 找到 
满足 &= 由 2 则 称 z 一 Aresha 为 反 双 曲 正 弦 吕 数 ; 车 对 于 
任意 的 值 由 ,可 以 找到 >， 满足 ww 一 ch x， 出 称 %= 起 reehww 为 
友 双 曲 余 强 沁 炒 . 由 于 习惯 上 都 用 > 作为 自 变量 , wv 作为 因 变 
基 , 因此 这 两 个 孙 数 就 分 别 写成 =Arcsh% 及 包 =Arcehz, 

从 公式 (32) 得 到 

z=Shw= —isin(iv), ¢~ch w= 008(i0), 
再 利用 反 三 角 正 嘴 函 数 及 反 三 角 余 弦 函 数 的 表示 式 (26) 及 
《25)， 就 可 以 得 到 反 双 有 昌 正 弦 函 数 与 反 双 曲 佘 防 函 数 的 表示 
式 : 


名 二 起 IC Shz 一 2 Ln[iliz) + ~v 1— (iz)?| 


=]Ln(z 十 ~ I+ ) (35) 
及 


氏 守 和 IGGhg= i Jn(z~NVe 1)=Lns— Ve —1). 
(36) 
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习 题 安 -4 
，。 求 : (1 Ln + 让 ; (2) Lni, 
。. 求 ，(1) sin%; {3) os: (3) sin(l +2); 
《4 cos 人 1 二 六; 《5) 培 各 (6) tg(I+D. 

3. 证 明 三 角 函 数 的 性 质 (2 及 性 质 (4 中 的 Binz Dl 2w 为 局 期 ， 霹 2 

以 严 为 周期 . 
4， 试 找 一 个 复数 z, 使 得 1ain zl 过 1 与 jeoss] <<1 都 不 成 并， 
5. 试 证 : 

(1) sin2s=2sing Cosz; 


i 2tgs 
2z= 
《8) 证 28 Tt 


6. 求 : (C1) Arecsosis (2) Arocsini; 《33 Arctgs, 
7 了， 求 葬 数 sinz、coss 以 及 霹 ? 全 部 等 于 零 的 复数 集合 . 


MW 必 


第 五 节 调和 函数 


设 阔 数 。 = 了 (x) 二 uw, YD) +iv(z, 9) 


在 区 域内 解析 , 往 据 本 章 第 三 节 的 定理 3， 它 在 区 域 也 内 
满足 柯 西 - 黎 受 方程: 


yy ”5 人 贡 
于 外 ,在 本 章 第 二 节 曾 经 提 到 ,区 威 崔 的 解析 函数 的 导数 仍 是 
解析 应 数 , 汉 而 区 域内 的 解析 函数 有 任意 高 阶 的 导数 (这 将 在 
第 三 童 中 项 以 并 格 证 明 )， 由 此 可 以 推出 ; 车 应 数 了 2) 在 区 
Bu due 3 Do 

域 忆 内 解析 ， 则 仍 ，- 绢 ，- 名 ，- 嫩 在 区 域内 就 有 连续 
售 导 数 . 

下 面 对 ( 了 中 的 第 一 式 再 对 %$ 求 偏 导 数 , 对 (1) 中 的 第 二 


式 再 对 9 求情 导数 , 就 得 对 
On Bo Py Pv 


dr dir’ Oy roy" 
利用 二 级 偏 时 数 的 连续 性 , 由 上 面 二 式 就 得 到 


-二 二 -2 一 0. (2) 


同样 ,对 人 也 中 的 第 一 式 再 对 y 求 偏 导数 , 对 (起 中 的 第 二 式 再 
对 2 求 偏 导 数 ,就 得 到 

uo 

rey dy’ yor O22 
同样 利用 二 级 仿 导 数 多 连续 性 , 由 上 上 面 二 式 就 得 到 


Ov + Oy 
Br Tm. (3) 
这 说 明了 : 解析 冰 数 的 实 部 公 与 惠 部 都 满足 偏 微分 方程 
Big(z， y) Os, 9) 
He D+ Fs 0) 0, 人 


这 个 方程 称 为 拉 普 拉 斯 {Laplace) 方 程 ， 

在 很 多 实际 问题 中 , 如 流体 力学 、 电 学 、 斑 学 等 ,所 出 现 的 
函数 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 、 满 足 这 个 方程 的 函数 有 一 个 专门 
的 名 称 : 

定义 1 若 二 元 实 浮 数 g(z%,y) 在 区 域 卫 内 有 定义 ， 且 
所 有 的 二 级 偏 导数 都 连续 ， 江 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 则 称 沙 数 
9(%， 9 为 调和 函数 。 

根据 上 面 的 讨论 , 由 等 式 (2) 及 (38) 可 看 出 : 一 个 在 区 域 
内 的 解析 函数 了 (2) =2%(z2，4) 十 bv(w，Yy), 其 实 部 及 虚 部 都 是 
这 个 区 域内 的 调和 函数 ， 称 wlw，9) 与 Cw，Yy) 互 为 巷 请 
和 未 数 ， 

反 过 来 ， 对 于 任意 两 个 在 区 域内 的 调和 轧 数 x(x，%) 


— 81— 


及 2(z， 折 ， 复 画 数 .2) 一 az， 办 十 各 (zz，9) 却 并 不 一 定 是 
区 域 忆 内 的 解析 函数 , 这 是 因为 函数 wz, 2) 与 0(%, 幼 不 一 
定 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . 然而 , 我 们 可 以 这 样 提出 问题 : 设 了 
是 单 连通 区 域 ,已 给 定 一 个 在 也 内 的 调和 函数 4(z, 9), 能 否 
设法 在 呈 内 找到 一 个 调和 苞 数 vu(z，y)， 使 得 复 函 数 (2) 一 
wz，Y9) 十 p(w，9) 成 为 区 域 卫 内 的 一 个 解析 范 数 呢 ? 回答 
是 肯定 的 ,这样 的 调和 函数 2(2, y) 确实 是 存在 的 . 事实 上 ， 
根据 本 章 第 三 节 定 埋 2， 只 要 找 出 一 个 函数 w%(z,， 急 ， 使 它 与 
2a(z，4) 同时 满足 柯 西 -化 曼 方 程 即 可 ， 也 即 求 出 了 列 一 阶 仿 
微分 方程 的 解 即 可 ; 


O_o 
Or evy’ 5 
Bo ou » 
Oy 9° 
我 们 知道 ， 
9 = 
dv 一 名 dz 二 部 dy 让 二 (6) 


由 于 u(w, 功 re 所 以 函数 一 名 及 - 佛 满足 


Os Ou 
re 
oy Or 
而 卫 又 是 -一 个 单 连通 区 域 ， 人 队 微 积分 学 中 知道 ， 积 分 与 路 从 
无 关 ， 因 侧 从 (86) 就 得 到 人 稀 微分 疗程 (5) 的 全 部 解 : 
Gl — dot dy+0, (7) 


op Oy 
其 中 心 是 任意 常数 , (zo, go) 基 口内 人行 一 国定 的 点 ， 
这 样 ,函数 .As) = wz 切 十 好人 切 就 是 区 域 唔 中 的 解 
村 酌 数 了 ， 
一 eB2 一 


mn 1 HTT et a 


小 区 域 D 是 多 连通 区 战 ， 风 由 微 积分 学 中 知道 , 假设 DD 
的 边界 是 由 到 个 连通 边界 (1<% 和 < 
%) 所 组 成 , 且 边 界 Ls 包含 所 有 其 他 的 
边界 ( 见 图 2-4, 其 中 n=), 那么 公式 
(7) 中 的 积分 沿 着 任意 一 条 只 包含 边 
界 为 (2<io<<%) 的 积分 值 都 相等 , 设 
为 O:。 则 偏 微 分 方程 的 全 部 解 就 是 多 


值 函 数 了 : 国 
(fy) 
“| 一 .2 dz 十 2 dyt haOsF ba0st FbOr+O. 
《ze Yo) 9/ Or 


其 中 和 CQ2<i<%) 可 取 任意 整数 ,C 是 任意 常数 .这 样 ， 函数 
了 (2) 一 ww 9) 十 说 (z, 9) 就 是 一 个 多 值 消 数 了 、， 有 关 这 方面 
的 内 容 , 这 里 不 再 作 深 入 讨论 了 ,以 后 还 会 再 讲 到 的 ， 

【 例 1 已 知 z(z, DD= 节 一 成 二 yy. 求 其 共 堪 调和 函数 
v(x, 9) 及 解析 前 数 了 (%) 一 ta 9) 干 届 (zw，07). 

解 : 我 们 用 三 种 方法 来 解 这 个 问题 , 读者 可 进行 比较 . 


Lu _ oy. O_o 

Ex 一 27 +y, Gy 2y 化 (8) 
Bw Bo 

we Oy 2. 


它 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 现在 解 一 阶 偏 微 分 方程 (5), 将 (8) 代 
入 (加 ,就 得 到 


(9) 


将 (9) 的 第 一 式 对 2? 积分 (把 Y 看 作 参 变量 ), 就 得 到 


一 B3 一 


a 
b= 2y¢—3-- 9(Y), (10) 


其 中 g(y) 是 任意 函数 . 现在 再 将 (10) 代 入 (9) 中 的 第 二 式 ， 
就 得 到 3 
2z+g (y) 一 2 十 纺 
由 此 得 到 
2(9) - 立 tO, (11) 
将 (11) 代 入 (10) 后 就 得 到 ww(z, y) 的 共犯 调和 和 函数 
v=2yo 一 和 十 佬 十 0， 

其 中 心 为 任意 常数 . 

从 而 得 到 解析 函数 

fs) 一 MO WD +r, 的 

= (£22— -ay) + i(2yz 一 本 -十 生 - 二 给 


= {w+2 ay — yy) 一 于 (e?-H2izg 一 扫 ) 十 2 


23 4 i; 
= (z 十 如 )2 一 可 (十 名) 十 O 一 邱 人 2 一 动 十 0. 


(12) 

方法 (二 ):， 贝 公式 (7) 及 (8) 得 

(Cm, Y) bes Be 

y v{w, Y) 一 —— dvt+ oo dy tO 
ce | 人 
-| (2y—w)dz 

(0, 0) 

5 一 -让 0 C22) dy tO. 


现在 取 积 分 路 径 如 图 2-5， 即 首先 沿 
2 轴 从 原点 到 点 (z, 0) 然后 再 从 点 《2,0) 
沿 着 平行 于 y 轴 方 向 到 点 Cw, 功 。 这 样 ， 根据 线 积分 的 定义 ， 


一 如 和 一 


cr 


这 加 多 


则 得 
vs(v, Y) 一 | (—w)dz+ | (2¢.1-y)dy -0 
a NE 
2 2 
由 此 同样 可 以 得 到 (12)， 


方法 (三 )， 由 本 章 第 三 节 定理 工 中 的 公式 (4) 及 上 面 方 
ee 


:的 = 彩 O_o i 一 
(2) +i 2 2z 十 4 十 区 24 一 2) 


sw 一 让 % 十 氏 ) 一 (2 $)z, 
显然 h(z) ~ 每 (2 一 从 的 导数 也 满足 刀 () 一 (2 一 x 


从 而 得 (7 一 Ka) =0, 
由 本 章 习题 3.3 的 第 4 题 知 

7 一 AD=O. 
从 而 得 JG -本 (2 一 下 十 O. 


因为 A(z) 的 实 部 永 该 是 函数 x(w， 吃 ， 所 以 C 必 是 纯 夭 数 ， 
从 而 也 得 公式 <12). 
习 题 2.S 


1 由 下 缠 函 数 wz, 幻 ， 求 解析 前 数 了 Ce) =z 扫 十 访 (my 9); 
CD ww, Wry, CD) 一 一 1 二 


(1)=0, 
(3) Wl, WT cy) dry t+), 

2 证 朋 崩 数 tr， 天 一 如 一 2 的 一 -一 二 二 二 5 
数 关 (2) 二 ww, 妨 十 ivlw, 9) 不 是 解析 函数 . 


(2) HT YI Er 


都 是 调和 还 数 , 从 了 


一 85 一 


第 二 章 小 结 


1. 讲 了 复 变 函数 及 复 变 函数 的 家 限 与 连续 的 定义 ,指出 
了 它们 与 实 通 数 中 相应 的 释 念 有 很 多 共同 之 处 ， 但 是 也 有 差 
别 ， 复 连续 函数 有 三 个 重要 的 性 质 : 有 界 性 、 最 大 模 及 最 小 模 
的 性 质 及 一 致 连续 性 , 但 是 没有 实 函 数 中 的 介 值 性 质 。 此 外 ， 
引进 了 复 变 函数 的 复合 函数 及 反 函 数 欧 概念， 

2. 讲 了 复 变 函数 的 导数 及 解析 函数 的 定义 , 这些 定义 在 
彩 式 上 与 实 函 数 中 的 定义 是 一 样 的 ， 但 是 由 于 同时 涉及 到 两 
个 实 函 数 , 因此 实质 上 有 很 大 的 不 同 , 特别 是 , 解 本 函数 的 实 
部 与 虚 部 是 出 同时 满足 可 微 及 栖 西 - 黎 曼 方程 的 两 个 实 机 数 
所 组 成 、 这 就 提供 了 判别 及 计算 解析 函数 的 导数 的 一 个 重要 
方法 ， 由 此 推出 ,一 些 莫 本 初等 孟 数 (指数 函数 .对 数 函 数 、 沦 
洱 数 .三角 酒 数 . 反 三 角 湖 数 . 双 此 函数 及 反 双 蝴 函 数 等 ) 在 其 
定义 域 了 都 是 解析 函数 , 旦 可 以 计算 出 它们 的 导数 . 

3. 介绍 了 在 实际 问题 太 理 论 上 很 重要 的 一 类 函数 一 一 
调和 函数 及 共 固 调和 函数 的 概念 ， 并 给 出 了 出 调和 和 画 数 计算 
其 共 力 调和 画 数 的 三 种 计算 方法 . 


第 二 章 复 习 讨 论题 
工 ， 试 定义 ， 
lim (es 一 ce，lim f(a)=1, lim 7(2) 一 co。 
以 及 函数 在 无 穷 远 点 的 连续 性 . 
名 ， 求 证 lim Q+) etlcosy rising), =r+iy, 
多 个 二 oo nn 
3、 懂 证 lm CS 2 —D) 一 Im 十 襄 十 27 沈 (k=0, 土 ]， 工 2 …) 。 
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11. 


13. 


， 设 函数 jz) 定义 在 z=z6 网 邻 域 Slzn) 中 ,求证 : 丙 数 fz) 在 2 一 


zo 处 连续 的 完 要 条 件 是 : 对 于 任何 的 2s 一 40, 有 下 (so) 六 下 bz0). 


， 证 明 函 数 we 让 站 0<1z|< 且 上 一 致 送 续 . 


~i a lst Da 
设 部 数 宙 训 6 BATE 分 全 -sin( 业 TB 人 定义 在 2 二 0， 求证 : 


CD 它 在 0<|s1<1, |args|< 于 上 一 至 有 界 ; 
人) 它 在 上 述 集合 上 连续 ,但 不 一 至 连续 ; 
(3) 它 在 0<jz|<<1 |args[<a< 亏 上 一 致 连续 . 


设 忆 (2) 为 一 个 n 次 多 硕 式 .求证 : 对 于 复 平面 上 的 任意 一 个 点 0 
在 4 的 邻 感 中 必 可 以 找到 一 个 点 &, 使 得 
E33) [=> J te) | i 


.用 藉 变 量 与 自 变 量 之 琵 的 又 限 来 定义 复 价 也 数 的 导数 与 数学 分 析 


中 实 防 数 导 数 的 定义 相 比 较 , 有 没有 什么 差别 ? 


， 判 归 复 变 函 数 在 区 域内 解析 有 几 种 方法 ? 
10. 


下 列 函 数 在 伍 处 可 微 ? 何 处 不 可 微 ” 能 用 两 种 方法 判断 吗 ? 


{1) 加 一 有 Re 号 (2) 他 一 382， 
(3) 刀 一 二 3 (4) w= Mo 4B ys); 
家 
(5) w=24iy?, 
已 知 通 数 (2) 一 wz 的 io 8) 在 区 域 呈 内 解 匠 ,求证 
Ou Au 
于 3 


cy | 1 Cg\ |2 
By i= |] C8)’, 


22. 到 | 
Ié By 


， 设 国 数 名 二 了 (5) 一 《ze 拉 十 记 《z, 切 让 某 一 点 #5 二 #0 外 解析 , 你 能 


给 时 也 数 w=f(#) 让 w= 二 to 一 了 zo) 邻 域 中 有 单 值 反 函数 的 充分 
条 件 玛 ? 


.已 知 函 数 fo) 在 区 域 九 内 解析 ， 试 证 : 当 函 数 满 足下 列 条 件 之 一 


时 ，7Ge)=- 常 类 : 
G) Fe 在 已 内 解析 ; 《2) |f(x)| 在 DD 内侧 为 常数 ; 
(3) Rere) 在 了 内 往 为 营 数 ; (4) hnj(zi 在 器 内 便 为 常数 ， 


= 


*I 和 4 


， 设 肖 数 人 一 f(z) 在 区 域 ?内 解析 ， 问 史 数 |f(z) | 与 ne7i 是 
敬 区 域 内 的 解析 函数 ?是否 区 城 也 内 的 调和 函数 ? 

， 设 万 是 关于 实 轴 的 对 称 区 域 ， 若 函 数 ws) 在 DD 内 解析 ， 问 
函数 (8) 及 73) 在 也 内 是 天 解析? 


. 设 


fC ~{s wz 和 0， 
0, 了 二 有。 


斌 证， 这 个 卉 数 在 合乎 醛 上 处 处 满足 柯 西 - 黎 受 方程 ， 但 它 在 
==0 处 不 解析 ,甚至 在 4 一 0 处 不 连续 . 


， 或 下 列 方程 的 金 部 解 ; 


(1) 1 +e’=0; (2 eosz--sing=0, 


， 求 (D et 《2) cos 代 一 分 的 导 . 


. 设 0< lf<1， 证 明言 151<|e 一 了] < 节 lz|，| 提示 :可 应 用 


， 求 证 ， [eil eon—1<isler. 
， 什么 叫做 请 和 函数 ? 它 与 解析 冰 数 有 什么 关系 ? 
- 设 函 数 wz 妇 让 区域 卫 内 是 调和 滞 数 ,而 沪 数 4 二 gC) 一 x0&， 


从 十 说 (四 让 区 域 G 内 是 解析 吸 数 ， 设 在 区 域 内 变化 时 ， 
其 唤 数 值 2 二 9C2) 性 位 于 区 域 忆 中， 状 证 : 4 人 x(é, ,gy(é, 7 ) 
是 六 域 避 中 的 涯 和 涵 数 . 


.将 拉 普 拉 斯 方程 


写成 极 坐 标 形式 、 


- 设 画 数 双 一 放 8=ir， 仿 二 i， 3 在 区 域内 艇 析 , 且 闻 (3》 


去 0，. 卡 证 . 任 剖 区 条 等 势 线 (x, 后 04 及 流 线 灿 (x, 9)=Cs 必 
由 互让 交 ， 

， 求 解析 函数 C2) 一 wtz 的 二 iD 护 ， 已 知 
(1) 4=2(2—1)y, f{2)= ~i (3) WU—t = rg, 


(C3) 4 一 于 mn(z24+95)， 其 中 区 域 为 全 平 而 除去 正 实 轴 ， 车 就 在 
全 平面 考虑 , 则 又 如 何 ? 
26， 求 解析 函数 (2) 一 w(a, 的 十 税 (z 护 , 已 知 


Ty., 
人 “一 


(2) v= 加 (如 十 纺 ) 一 他 十 护 ,其 中 区 域 是 全 平 画 除 去 正 实 入 ， 


i 
解析 函数 的 积分 理论 


大 家 知道 , 在 微 积分 学 中 , 当 引 入 实 函 数 的 积分 后 , 可 以 
解决 很 多 重要 的 问题 ， 在 复 变 函数 中 也 一 样 , 当 引 入 复 变 机 
数 的 积分 以 后 , 也 可 以 解决 很 多 理论 及 实际 问题 。 例如 有 了 
积分 以 后 ， 可 以 证 明 一 个 区 域 上 有 导数 的 函数 就 有 无 穷 多 阶 
导数 ; 可 以 将 一 般 的 解析 函数 分 解 成 一 些 最 简单 函数 的 迭 加 ， 
这 就 给 研究 解析 函数 的 性 质 提 供 了 强 有 力 的 工具 .今后 还 可 
以 看 出 ， 朋 复 变 水 数 的 积分 在 计算 某 些 类 型 的 定 积 分 时 也 会 
带 来 很 大 的 方便 ， 


第 一 节 复 变 函数 的 积分 


和 .i 复 变 函数 积分 的 概念 


我 们 用 类 似 于 微 积分 学 中 的 方法 定义 复 变 函数 的 积分 

定义 1 设 0O 是 复 平面 上 的 一 条 逐 段 光滑 曲线 : z 一 2 人 1) 
二 t(D 十 宁 (, gtB， 且 规定 了 方向 ,起 点 为 zo 一 z《Q), 终 
点 为 2B)， 又 设 复 变 函 数 (2) = 一 az 9) -iw(z, 9) 在 曲 
线 口 上 连续 ， 现 在 将 区 间 [&， 户 作 任意 分 割 ， 

= 本 本 
这 样 在 昌 线 C 上 就 对 应 着 点 : 

各 一 和 0 有 一 页》 区 -0B) 
它们 在 曲线 0 工 候 次 地 由 起 点 za 一 za) 到 终点 均一 zCG) ( 风 
图 3-1), 且 把 曲线 0O 分 成 % 段 ， 在 曲线 的 每 一 段 wzzsz 上 ， 
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考虑 乘积 jos) 4 其 中 是 以 及 iri 为 两 个 端点 的 一 


人 小段 浙 上 人 征 取 的 一 个 点 ， dey yt 
一 全 HT 一 你 (=0, 工 2 n—1), ,2sth) 
作 和 Zn_1™: Tt 


SS! f(z) dey, GD 


=D ee Se 
月 令 | a 


2 rsta) | 
> ne a (2) 图 3-1 
其 中 Urz 为 这 一 小 自 弧 的 缴 长 ， 研 究 极 限 
lim 3 Ff (84) Mo, 


dO x 


如 果 不 管 在 C 上 如 何 取 分 点 多 ， 也 不 管 在 弧 32xri 上 如 何 取 
发 伏 一 0 1，-…, nn 一 1 了)， 这 个 极限 总 是 存在 的 话 ， 则 称 这 个 极 
限 值 为 复 变 汪 数 (<) 在 有 定向 的 曲线 C 上 的 积分 , 记 作 


lim f(z) = |, fz) dz, (8) 


[ 鲁 1】 求 | oz, 其 中 O 是 连 撕 起 点 加 及 终点 的 任 


意 一 条 逐 段 光 请 的 曲线 . 
解 ， 沿 着 曲线 OQ, 任 也 分 点 为 如、 二 、 2 为 一 2 按 公 
式 亿 ) 构成 和 , 其 中 f(z) 三 1, 得 到 


号 je 4= 呈 如- 名 一 2:= 和 一 20。 
因此 ,根据 定义 了 
Gz 一 tim 3 J wi) A = — 20, 


` 狗 说 明 ， 这 个 积分 不 依赖 于 曲线 的 形状 而 只 依赖 于 起 点 
与 终点 ， 
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{ 鲍 2] 求 | zdz, 其 中 O 是 例 工 中 的 昌 线 . 


解 ， 与 例 1 中 一 样 ， 沿 着 上 曲线 0O 取 分 点 为 2、21、*…、 29 
一 x 以 及 在 arrl 上 和 任 取 点 和， 按 (也 构成 和 


1 hn 一 1 
S= 名 人 4 一 加 作 (zxrt 一 加 )》， (4) 
再 构造 两 个 和 |; 8 
rl nl 
Si = > 入 4 一 Sirsk41O— Le), 
= 下 三 介 
ri rj 
Sy= DZpt1 Lp= 人 2412 一 下 )， 
%=D 元 二 入 
显然 
wl 
Si+S2— rt) 《sz 一人) 
另 一 方面 ,有 
Ss Si+ Ss 1 S! (2 — gi) (Hs — Ly) | 
2 | 2 =D | 


工人 入 fy | 
所 加 | 一] zr 一 妈 | 


1 Le [8 1 
十 村 字 [2 一 Sl [1 一 


2 
1 一 a 
< | 受 一 扣 | 十 立 [中 一 std| ) 
nm 一 /~ r 一 荆 一 
< 也 df 名 条 ti 十 人 set )< 却 d.2L -ar. 
其 中 & 由 公式 (22) 确定 , 22 是 避 上 由 办 到 和 za 之 间 一 段 
弧 的 长 度 , 工 是 曲线 C 的 弧 长 ， 由 此 和 看 出 
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. SS 
lim | Ss Tn 0, 


d+ 
比较 (4) 及 (56) 就 得 玫 了 
| 
证 面 讨论 积分 的 在 在 性 ， 对 于 〈T 分 罚 写 出 其 实 部 及 点 
部 后 , 得 到 
Bf (0) 如- Bolo, 的 2 一 ee 的 2 
+ me, We) dont tC, Yh) ci] ， {6} 
其 中 咏 =2 填 色 x， dp = 一 A 
(k=0, 1, 9 一 十 ) ， 
根据 第 二 章 第 一 节 的 定理 4， 由 函 数 fx) 在 C 上 的 连 
续 福 , 可 以 推 册 二 元 随 数 wz, 候 及 v(x, 用 在 C 上 也 是 连续 
的 ,而 CO 又 是 一 条 逐 段 光滑 曲线 , 且 当 9->0 时 ， 
d= max [eri— ze! >0, 


d= Max Yer Ye| >0, 


Nek 一 
因此 ， 自 微 积分 学 中 的 线 积分 存在 定理 知道 ， 积 分 f(z) 
必 存 在 , 且 由 (6) 得 到 
[ JG)qz= | [us, ar— vr, ydyl 

-$aus, pady vy, yA]. {7) 
公式 (7 提供 了 一 种 计算 复 变 函数 积分 的 方法 : 它 可 以 化 为 线 
积分 类 进行 计算 ， 公 式 (7) 可 以 在 形式 上 看 作 表 数 

FE) = by 

与 微分 dz= 吕 十 hy 相 习 后 所 得 到 ; 
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必 (2z)G2 一 | (utiv) Aart+idy) 


-| udz+ivdy ti dvr+ i dy 
人 


kk (udz — vady) +iCvdzr+ udy). 
所 以 不 必 专 门 记 住 它 . 
[ 例 3】 求 | Rezdz， 其 中 (DD C 为 由 原点 (0, 0) 到 点 


(2, 0) 的 直线 段 及 从 点 (2, 0) 到 点 (2, 1) 章 直线 段 ; (2) C 为 
从 原点 (0, 0) 到 点 (2, 1) 的 直线 段 . 


解 ，(D | Best | sa 2d (24-iy) 
= doto| 2dy=2(1+). 
(2) | Resds= | zd(etiy) -=| ri wdy, 
由 于 此 直线 段 的 方程 为 ?一 呈 《0<z<2), 因此 从 上 式 就 得 到 


[Reza [san 2ydy 2+i. 
由 此 看 出 ,由 于 姑 ) 与 (2 的 积分 路 径 不 同 , 尽管 起 点 与 终点 一 
祥 , 但 是 积分 值 还 是 不 同 . 
车 在 公式 7) 中 ， 利 用 曲线 CC 的 参数 方程 =z(t) ==%(2) 
十 吧 ( 人 esi, 那么 就 得 到 
| f= tala), aietD-s[ctoy REG)d 
+é{eLalt), B80) Ct) 
+-wlatt), BDIB'CG at. (8) 
公式 (8) 也 可 以 在 形式 上 看 作 j(?) =4 十 冯 与 家 = 人 (所 肛 相 
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策 后 天 积分 而 得 到 ; 
J ,f= {Fle Cat 
={ {ufol), AO +ivf olt), OY tatt) 
+é8CD]dt. 
应 用 分 配 律 , 打开 括 强 , 就 可 以 得 到 公式 (8)， 因 此 也 不 必 专 


门 记 住 它 ， 公 式 (8) 从 另外 的 角度 提供 了 计算 复 变 函数 积分 
的 一 种 方法 , 称 为 参数 方程 法 ， 


[ 例 纪 计算 | 2ds, 其 中 是 (1) 沿 着 从 原点 (0,0) 到 
点 (二 1) 的 直线 段 ，(2) 沿 着 从 原点 (0，0) 到 点 (1，0) 的 线段 
Oi, 再 从 点 (二 0) 到 (1, I) 的 线段 0 所 连结 成 的 折线 段 ， 

解 ，(1) 此 直线 段 的 方程 为 > 一 疆 引 0<st<sI， 因 此 由 
《8) 得 到 

上 zz 上。 (# 一 诗 )d(t 寺 罕 ) 一 [C1—) (I+ 人 由 =1， 

(2) 直线 段 OQ 的 参数 方程 为 2=t, 0<t<1, 直线 

段 Ca ie 0<t<1, 因此 

人 sdz= | 5az 二 | | 5a-|. 2 十 | (1 一 证 六 开 
(i 
由 此 也 着 出 ; 《HH) 与 (分 尽管 起 点 与 终点 一 样 ， 但 由 于 这 是 河 
着 不 同 曲 线 的 积分 , 所 以 积分 值 也 是 不 同 的 . 

【 便 晤 计算 可 zo-65yr， 其 中 为 自然 数 ， 而 OC 


是 以 为 忠心 , 半径 为 了 的 圆周 [> 一 2 =7?， 且 规定 C 的 方 
向 是 道 时 秘方 向 


解 : 葛 线 如 的 参数 方程 为 > 一 和 一 Tree 一 Keosl 十 sinp)， 
0<2<23r， 因 此 
1 dg2 工 | ED 
2 jc (2 一 和 0) 2rdo re™ 
下 工 网 omag -人 nm 工时 
2x7"-1 Jo 0， nn 于 1 时， 


这 个 积分 值 很 重要 ,今后 经 常用 到 它 . 


1. 人 2 复 变 函 数 积分 的 基本 性 质 


复 变 函数 的 积分 也 有 类 似 于 微 积分 学 中 的 积分 性 质 ， 在 
此 有 : 
定理 1 设 C 是 复 平 面 上 的 逐 段 光滑 曲线 ， 而 函数 /2) 
在 CC 上 连续 ,网 


1) | af(z)dz 一 a| 7(G)dz， 其 中 a 为 常数 ， 


2) | CA FF | 六 人 de Fol), 
其 中 f(z) 与 (2) 也 都 在 C 上 和 连续 ; 

3) {fa Fat fs), 
其 中 O 是 由 曲线 C1 及 Us 所 组 成 的 ; 

© | f= -| {WE 


其 中 C 是 与 申 线 C0 方 身 相反 的 回 一 条 曲线 ; 
5)》 洁 在 曲线 CO 上 ，|7(z| 志江， 而 为 一 常数 ,而 二 为 曲 
线 局 的 弧 长 , 则 


| ra < HD las< uy. 


【NE】 由 于 复兴 卫 数 积分 让 本 质 上 就 是 线 积分 ， 在 微 和 
分 学 中 , 线 积分 是 具有 上 人 述 前 四 条 性 质 的 ,所 以 在 复 变 卫 数 积 
分 中 , 上 述 前 四 个 性 质 也 成 立 . 

下 面 证 明 性 质 的 : 在 曲线 C 上 和 任 取 分 点 2 ?各 
以 及 COC 虐 从 如 到 zpti 一 段 张 上 的 任意 点 汉 《 化 二 0，1…， 
% 一 1), 则 


[SI=|S /Ga 


n—1 
< 人 S17 1d 
n—1 
<MSD | zs 一 你 | <ML, 


在 这 个 不 等 式 中 , 两 边 取 极限 , 就 得 到 
lim IS|< | fi as < Mr. 


由 于 limS ~ | fa, 
匡 lm |S| ~ jiamsl， 


比较 后 面 三 个 式 子 ,就 证 明了 性质 5). 3 
习 题 3:1 


i1. 计算 积分 J msi 其 中 积分 曲线 0 是 ; (1) 连 接点 0 与 3+ 的 直 


线段 ; (2) 由 连接 点 0 与 1 的 直线 段 及 连接 点 i 与 2+i 的 直线 段 
所 组 成 . 


2、 计算 积分 fs1de, 其 中 积分 曲线 是 , (1) 连接 点 一 1 与 的 直 
线段 ; (2) 连接 点 一 1 与 二 中 心 在 原点 的 上 半 个 图 周 . 

3 计算 机 分 | -到 ,其 中 棒 分 曲线 0 是 ，(1) 连接 ~i 与 中心 在 原 
点 的 右 半 个 图 向 ;( 双 连 接 一 1 与 1， 中 心 在 原点 的 下 学 个 图 忆 . 

和， 计算 积分 


ps +at . : DA 
{1) 。 8 可 Ge; (2) f (2 十 河和 2 
大 绒 瑞 局 虐 自 


(8》| ea+ pda 其 市 0 是 霸 轴 上 从 一 到 的 一 段 ， 


5. 证 明 | 人 az 
6. 证 明 [ss 一 吾 (?* 一 s)， 基 中 0 为 连 收 点 与 ** 的 任何 逐 和 
光滑 的 曲线 . 


< 1as1, 并 说 明 这 两 个 积分 的 几何 意义 . 


第 二 节 ”解析 函 数 的 柯 西 定理 


从 上 一 节 所 举 的 例子 来 看 , 例 2 中 的 被 积 函 数 f(%) =% 
是 全 平 画 上 处 处 解析 的 函数 , 它 沿 任 何 积 分 路 线 C 的 积分 值 
都 相同 ， 即 积分 与 路 径 是 无 关 的 ， 或 说 沿 任何 闭 曲 线 积 分 为 


零 而 例 5 中 的 函数 一 工 _， 在 “=a 处 不 解析 《 它 在 4 一 加 


(z— Zo)" 

处 无 定义 ), 但 梁 以 名 为 中 心 的 任何 一 个 闭 回 积 分 为 2z6 因 
而 不 为 零 ， 例 4 中 的 栈 数 f(z) =# 一 4 一 多 也 不 是 解析 耳 数 ， 
而 积分 也 与 路 人知 有 关 , 印 尘 轩 曲线 积分 ,积分 值 可 以 不 为 零 ， 
因此 可 以 设想 若 被 积 通 数 2) 在 菜 个 区 域内 解 桥 ， 如 在 此 
区 战 内 沿 任何 闭 曲 线 积分 就 可 能 为 零 ; 如 果 函 数 jz) 在 区 域 
也 内 不 解析 , 则 在 沿 某 些 闲 曲线 积分 时 , 其 积分 值 就 有 可 能 不 
等 于 等 ， 这 个 猜想 确实 是 对 的 , 这 可 从 下 列 定理 得 到 说 明 . 

定理 1( 柯 西 定理 ) 设 函 数 f(z) 是 区 域 马 内 的 解析 函 
数 , 则 对 于 刀 内 任何 一 条 闭 曲线 CO， 只 要 曲线 C 以 及 它 的 内 
部 都 属 证 区 域 ,就 有 

| (zyds 一 0， 
【证 1 在 首先 假定 函数 的 导数 了 (2) 是 连续 的 情况 下 来 


证 明定 理 ， 已 知 
{ ,f= 人 wz- + oaz Ha (D 


其 中 (2) = x 二 所， 由 于 函数 六 (2) 的 连续 性 假定 , 根据 第 二 
章 第 三 节 的 定理 1 知道 , 函数 (zx, 中 及 vtw, 切 在 五 内 都 有 
连续 篇 导 数 , 旦 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 : 

bu Ov0 Ou Do 

az By’ oy Or" 
根据 格 灯 《Green) 公 式 * 得 


oa 一人 (oz 
| ude vada J 作 癸 + 他 )izoy 0, 


本 


| vd — uy = | 2 ou dz dy =0, 
oe » 
有 


Oy Oz 

其 中 避 是 由 C 所 肝 的 区 域 ， 由 此 从 公式 (1) 就 证 明了 定理 ， 

上 面 “假定 函数 的 导数 六 (2) 是 连续 的 ”这 一 条 件 是 很 强 
的 .下面 我 们 取消 这 个 条 件 米 证 明 本 本 
定理 .首先 简单 介绍 一 下 这 个 证 明 的 
思路 ， 因 为 任意 一 条 乏 段 光滑 曲线 可 
以 被 折线 远近 ， 因 此 如 果 能 够 证 明 对 ”Ac 一 -_- yo 
于 任意 一 条 闭 折线 ,定理 成 立 的 话 , 那 
么 就 能 够 证 明 对 于 任意 则 线 ， 定 理 也 
成 立 ， 任 意 一 条 闭 折线 可 以 分 成 一 些 
在 三 角形 上 的 积分 和 ， 如 从 图 3-2 地 图 3-2 
以 看 出 :折线 4BODEF 上 的 积分 可 以 分 制 为 在 三 角形 4BO 
上 积分 .C4 上 积分 .CODE 上 积分 以 及 如 Fd4. 上 积分 之 和 . 因 
此 只 要 证 明定 理 对 于 任意 一 个 三 角形 边 上 的 积分 为 零 即 如 . 


”) 可 参 赐 本 从 书 《 多 元 函数 微 积分 ? 的 第 三 章 第 五 节 , 或 其 他 的 微 积分 半 程 
让 多 元 积分 部 分 有 头 “ 各 种 积分 问 的 联系 "的 论述 。 
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设 4 是 任意 一 个 三 角形 的 边界 ,函数 jz) 在 三 角形 4 上 上 
以 及 它 所 力 的 区 域 上 和 解析， 首先 证 明 


| f(ads=0. (2) 
用 反 证 法 : 设 
| f@a#0, 
今 2 
上 f(ade|—A>0. (8) 


设 三 角形 4 的 周 长 为 I. 作 这 个 三 角形 每 边 中 点 的 连 线 ( 兄 图 
3-3), 这 样 可 以 得 到 四 个 全 等 的 三 角形 
丰 、 路、 小 、 录 ,上 且 


[fu /at{, Fee)dz 
+ /a+| FO, 
图 53 其 中 积分 路 线 都 按 道 时 针 方 向， 显然 
上 面 等 式 右边 至 少 有 一 个 积分 的 绝对 值 之 学 , 否则 ， 就 与 等 
式 (3) 矛 盾 ， 我 们 任 取 满足 上 述 性 质 的 四 个 小 三 角形 4(I<6 
< 各 中 的 一 个 , 记 作 44， 其 周 长 即 为 于 ， 按 要 求 , 它 满足 


人 real 党 " 
对 于 三 角形 4o， 同 搓 考 虑 它 的 每 个 边 的 中 点 的 连 线 ， 这 样 
又 可 以 得 到 四 个 相等 的 小 三 角形 ， 其 周 长 为 三 角形 4 周 长 
的 一 半 , 即 为 二。 由 ( 约 按 上 面 同样 的 方法 可 知道 ， 这 四 个 
小 三 角形 中 至 少 有 一 个 , 记 作 42; 使 得 示 数 7(z) 在 其 上 面 的 


积分 满足 
人 Jo)dz| > 于 1 Flydal > 
Es 


形 序列 {4 《其 中 4 人 ?= 分 ,它们 一 个 包含 着 一 个 ; 
A = et 


4m 的 周 长 为 ,了 呈 满 足 
(ff 0 因 
根据 第 一 章 习 题 1.3 第 了 题 , 自 于 三 角形 序列 {4 中 的 直 
径 小 于 周 长 , 即 小 王 六 一 0, 因此 存在 且 只 存在 一 个 点 


Edm(n 一 0, 1 2 …).， 因为 函数 在 三 角形 4 =4 上 解 
析 , 所 以 在 z= “% 处 也 解析 ,， 即 任 给 之 0, 存在 数 5>0, 使 得 
当 0< 1 一 %] < 时 ,有 

f (2) —f (0) 一 产 (2o) | <é, 


a 
~ 


基 
[fC2) —f 20) fC) (2 一 ao) | Se z 一 20| ， (6) 
车 令 & 在 := 六 糙 取 值 为 零 ， 那 么 不 等 式 (6) 就 对 任意 满足 
iz 一 zo <8 的 x 都 成 立 . 
对 于 这 个 找到 的 数 8， 由 于 三 角形 4 的 直径 趋向 于 党 ， 
县 E44Wn=0, 1 2 …) 因此 可 以 找到 站 当 %> 丰 时 ， 
所 有 的 三 角形 4? 记 |z 一 %|<8， 事 实 上 上 ， 著 对 某 个 双 ， 
YC |z 一 201 过 6 不 成 立 ， 即 存在 点 > E44， 使 |x 一 x| 之 5， 
出 于 zoE4%Y, 因此 4" 中 两 点 2 与 之 间 的 距离 | 一 %%| 应 


该 小 于 直径 , 即 小 于 亩 ， 也 即 疡 -之 6, 面 这 对 于 充分 大 的 


是 不 可 能 的 。 这样 就 得 到 了 : 存在 自然 数 , 当 % > 六 时, 在 
所 有 的 三 角形 dm 上 不 等 式 (6) 成 立 ， 


。 现在 我 们 利用 不 等 式 (6), 青 对 积分 | (2) 进行 居 
计 : 根据 本 章 第 一 节 中 的 例 1 及 人 鲍 2 以 及 复 变 函 数 积分 的 性 
岳 ， 有 


{fa aro 
ACOSTA 
因而 
fa- E70) 7 620) ~f (a0) (2—s0) ds. 
由 此 浸入 时 ,利用 不 等 式 66) 及 积分 的 性 质 5)， 则 得 到 
(fe {iff (0) -f(s0) (2—s0) lds 


< 1 一 516S 
en l y 


<e' 人 4dS=s 妈 . (7) 
比较 后 ;与 (7 就 短 到 
A 
Ep 
即 He. 


由 于 8 的 任意 性 , 这 就 推出 了 训 =0, 因此 导致 子 盾 ， 这 就 证 
朝 了 函数 ,Fez) 在 任意 一 个 三 角形 边界 上 的 积分 等 于 零 ， 只 要 
这 个 三 角形 连同 其 内 部 都 属于 区 域 了 就 行 . 

” ”这样 , 根据 上 面 讨论 过 的 事实 ， 只 要 己 是 任意 -一 条 闭 折 
线 , 且 卫 及 其 内 部 都 属于 区 域 D, 就 有 


— 02— 


| .ru=o. (8) 


现在 已 有 条 件 来 证 明 : 对 于 任何 一 条 乏 段 光滑 闭 曲 线 0， 
只 要 0 及 其 内 部 都 属 十 区域 PD, 就 有 


{f=0. 


首先 ， 构 造 一 个 闭 集 CD,， 它 以 曲线 0 及 其 内 部 为 它 的 内 
点 、 事 实 二, 显然 隔 的 全 部 边界 点 集合 是 闲 集 , 记 作 86D, 曲 
线 C 当然 也 是 闭 集 ， 由 于 这 两 个 闭 集 不 交 , 根据 闭 集 上 连续 
函数 能 够 达到 最 小 值 的 定理 ， 这 两 个 闭 集 之 间 的 距离 4>>0， 
即 

d= min 2 一 >0， 


现在 对 O 及 其 内 部 上 每 一 点 zz， 作 上 以 z 为 中 心 、 半 会 为 全 
的 图 这些 加 当然 都 属于 刀 ， 考 虑 所 有 这 些 轩 的 和 集 , 显然 ， 
它 是 一 个 开 集 ， 且 C 及 其 内 部 的 每 一 点 都 是 它 的 内 点 ， 这 个 
集合 记 作 G; .考虑 开 集 0y 的 全 部 北 到 点 的 集合 Os， 它 就 
是 一 个 包含 04 的 汀 集 , 县 Os CD 取 ~04， 它 就 是 要 构 
斗 的 闭 集 

由 于 函数 7(z) 在 也 内 和 解析， 所 以 它 必 在 了 内 的 闭 集 了 
上 连续 ， 根 据 第 二 章 的 定理 5, 函数 (2) 在 闭 集 P 上 一 致 连 
续 ， 即 任 给 s>0， 存 在 数 >0， 使 得 对 于 任意 两 点 2E 古 ， 
xEF,， 只 娶 12 一 ?|<84 (可 以 认为 8 < 全 ), 就 有 


|f C2 —f(2)1<a, (9) 
现在 将 曲线 0 用 分 点 Ho Fl Tn 分 成 -- 些 小 段 Hi Ek+1 
妓 一 由 工 % 一 4)， 每 一 段 绝 的 长 度 所 高， 这样, 根据 闭 集 
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也 的 构造 ， 所 有 和 连接 分 点 zo, 2 …， zr 的 折线 卫 都 全 部 位 于 
集合 了 中 .于 是 得 


|{ fa- f(a 
3 OL np 7 dl, 
其 中 24411 表示 连接 点 入 与 加 :1 的 二 线段 ， 出 此 就 本 以 得 到 
人 Flo)do— {Fs)e| 


(fa 88- [a fe) 
+ LL f(a) )| 
< . /a |f(2) —f(ze) as 


n 一 二 
S| If -7 1d, (10) 
显然 , 从 不 等 式 (9), 可 以 得 到 

当 zEztsia 时 ,| 一 和 | <64, f(s) —f (mm) | < 

当 zEzixti 时 ,js 二 zssx 的 长 度 习 3 

MG 一 Fe | <e. 
因此 从 (I0) 就 得 到 
(ff), ra 


Ne 一、 N= ~ 
Espri 骤 长 二 了 82rrrl 张 发 二 22l. 
k=0 =O 


再 利用 (8) 就 得 到 


十 
二 


人 es 
根据 。 的 任意 性 , 最 后 就 得 
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2el, 


1 ,f=0. 
于 是 定理 工 证 毕 . 了 
下 遂 的 定理 与 定理 1 是 等 价 的 . 
定理 2 设 卫 是 复 平面 上 的 单 连通 区 域 , 函数 f(z) 在 
区 域 妈 内 解析 ， 风 积分 与 路 径 无 关 ， 即 对 任何 两 点 加 GE 也 ， 
ED, 积分 
f(a? 
不 依赖 于 连 护 起 点 z 与 终点 2 的 任意 曲线 
【证 】 设 Ci 与 Ce 是 连接 


起 点 2% 与 终点 x 的 任意 两 
条 上 曲线. 首先 认为 它们 除了 
两 个 端点 以 外 不 再 相交 ( 见 图 


3-4g)， 则 Qi 与 Cs 的 反方 向 

曲线 02 构成 闲 申 线 C。 巾 于 图 3 全 

聊 是 单 连带 区 域 ， an 殷 据 
柯 西 定理 用 积分 的 性 质 ， 就 得 


0= | roe= f+ | f(z)ds, 


因而 人 0a-) fa. 

车 明 线 C4 与 Cs 除了 两 个 端点 以 外 还 在 其 他 处 相交 ， 那 
么 在 妃 内 可 以 再 作 第 三 条 晶 线 Cs, 它 与 01 及 Cs 除了 两 个 
端点 % 与 以 外 ， 都 不 相交 ( 见 图 3-45)( 其 他 情况 也 可 以 化 
为 这 种 情况 ) ， 这 样 ,根据 上 面 的 讨论 , 则 得 


人 由 于 积分 与 路 径 无 关 ， 因 此 可 以 将 积分 | 。7 dz 记 作 | 7 ar， 玫 
中 全 是 任何 连接 s0 与 2 的 曲线 ， - 
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| Ff (2) dz= 上 fe) dx, 国 f (2) dz= | Fa dz, 


从 而 得 Fa { FO. 

肥 过 来 , 设 积分 与 路 径 无 美 , 则 容易 证 其 柯 西 定理 .事实 
上 ,， 设 C 是 任何 一 条 闭 曲 线 ,，C 及 其 内 部 都 
属于 区 域 D. 在 曲线 C 上 ,和 任 取 两 点 为 及 
它们 将 曲线 C 和 分 成 两 部 分 : 一 部 分 是 从 2 到 
2 活着 道 时 针 方 向 ， 记 作 Ci， 田 一 部 分 是 从 


s zo 到 > 治 着 怖 时 针 方 网 , 记 作 Ca( 见 图 3-5)， 
。 ，。 显 伏 C- Cu 十 C5， 根 所 定理 的 条 件 ， 积 分 与 
路 径 无 关 , 从 而 得 
| f(z) dz= | Fey, 
即 | (dz 十 |。 fla)dz=0, 
也 即 | zjde 一 0. 
定理 2 证 毕 . 了 


在 很 多 理论 攻 实 际 问题 中 ， 往 往 考虑 即 是 单 连通 区 域 ， 
了 的 边界 C 是 逐 段 光滑 闭 曲线 , 而 隔 数 1(2) 在 DD 内 解析 , 在 
闭 区 域 DD~=D+C 上 连续 .对 于 这 样 的 区 域 及 耳 数 ， 有 柯 西 
定理 的 如 下 推广 ; 

定理 3 设 卫 蚌 由 这 段 光滑 曲 级 0 所 围 的 内 部 区 域 , 省 
数 了 (z) 在 了 内 解析 ,在 =D+0O 上 连续 , 则 


| yz)az 一 人 0. 


定理 8 与 定理 1 的 差别 在 于 ; 在 定理 二 中 , 被 积 函 数 f(z) 
在 G 上 是 解析 的 ， 而 在 定理 3 中 ,只 假定 被 积 柳 数 在 QO 上 及 


— 106 一 


其 内 部 是 连续 的 ， 回 时 ， 当 然 假定 函数 j2 在 了 内 是 解析 
的 .因此 , 这 里 的 条 件 是 弱 得 多 了 ， 我们 在 这 里 只 给 出 证 明 
的 轧 有 路 . (有 兴趣 的 读 涤 可 以 参看 豆 . 贡 . 普 里 瓦 洛 兴 著 的 《 复 
变 函 数 引 论 > 中 译本 第 167 页 到 170 页 或 A, HH. 马 库 雪 维 坷 
著 的 < 解析 函数 论 > 中 译本 第 351 页 到 355 页 .) 

这 个 定理 的 证 明 思 路 是 这 样 的 : 在 了 内 取 一 串 闭 曲线 
Or 当 ?2 > 十 co 时 ,Cn 一 局 出 于 0 已 属于 DD, 因此 由 柯 西 
定理 ,得 到 


| fl)d=0 


然后 再 过 渡 到 极限 , 利用 函数 f(z) 在 闭 区域 万 上 的 连续 性 以 
友 0s->0, 就 可 以 证 明 


fi Ho) en) f(s)d ~0. 


柯 西 定理 的 男 一 种 推广 Se 卫 为 多 连通 区 域 的 情况 : 
设 区 域 巴 的 边界 局 由 一 些 王 不 相 
交 的 逐 段 光滑 曲线 CEsi<sm) 所 
组 成 ， 其 中 包含 有 所 有 的 其 他 
O26<n) 在 其 内 部 ( 见 图 3-6)， 
OC 一 O14-Os 十 …4On， 我 们 规定 曲 
线 必 的 方向 : 当 人 沿 着 走动 时 ,区 
域 马 水 远 保 持 在 他 的 左面 , 即 存 避 3 
二 按 逆 时 秆 方向 绕 行 ; 而 在 其 他 0C:(2 志 i<n) 上 , 按 顺 时 针 方 
向 绕 行 . 今后 邵 果 不 作 声 明 ， 总 认为 曲线 C 的 方向 是 如 此 . 

定理 4 设 避 是 nw 连 首 区域， 其 边界 局 一 Qh Cs 十 … 十 
O,, 其 中 逐 段 光滑 曲线 01 包含 所 有 其 他 的 CC2 闪 sm) 在 其 
内 部 ， 设 阔 数 (2) 在 如 内 解析 ,在 DD 一 如-rO 上 连续 , 则 
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【 f(s)ds—0, 


【证 】 作 一 些 辅 港 曲 线 ， 把 区 域 呈 分 成 % 个 区 域 Dl 
一 1，2，…， n), 其 中 每 一 个 区 域 大 的 边界 了 (一 二 2, Ms 
9) 世 都 是 逐 段 光滑 闭 曲 线 {( 见 图 3-6 中 的 虚线 )、 根据 定理 
2, 当 沿 着 区 域 D; 的 边界 Li 的 正方 扇 求 积分 时 , 得 
1 Aero (hl, 2 网 ， 
因而 有 
1 fe) AGOaT| fat 


+ /Om0, 


定理 4 证 毕 . 于 
注 ”如 果 认 为 每 一 条 朋 线 CO:(1<i<n) 的 绊 行 都 是 按 道 
时 针 方 向 , 则 C= 人 Qi 十 QF 十 QF 十 …: 十 Ox， 因此 根据 定理 4, 得 
人 f= fa)dz+ | fge 
+ f(z2) dstet | (2 dz=0, 
好 
| f(z) de = f, f(z) dz+| f(a) ds + F(a, 
{11) 
在 实际 应 用 时 ,利用 公式 (11) 来 求职 分 | ，7(2)d, 往往 
是 很 方便 的 . . 
as, 1 1 当 4- 工时， 
【 例 1] 求证 | En 当 n% 兰 1 了 时, 
其 中 ww。 是 任 们 一 虚 , C 是 包 食 ze 在 内 的 任意 屠 临 线 ， 其 方向 
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为 递 时 和 针 方 向 , n 为 整数 . 

【证 】 我 们 以 加 为 中 心 ,半径 为 了 作 一 个 小 圆 Cr， 
[> 一 =7, 使 得 Or 全 部 位 于 CO 所 包含 的 区 域内 .。 显然 ， 函 
数 -一 CE 到 一 就 在 以 OQ 及 0, 为 边界 的 两 连通 区 域 上 解析 ， 因 


此 很 据 定理 4 的 注 , 就 得 到 


1 1 gl es 
Zi Jec (2—zo)" Dro oar (220)" 


由 此 再 利用 上 一 节 例 5 的 结果 就 得 证 ，]】 
[全 2 求 i Sat 


解 ， 由 于 函数 cosz 在 全 平面 解析 , 因而 它 在 喧 十 妨 一 2z 
以 及 册 它 所 图 的 区 域 上 解析 ， 应 用 柯 西 定理 ,就 得 到 


| COg Zaz 一 人 站。 
i 


[ 例 3} 求 
其 中 O 为 包含 圆 | 往 其 内 部 的 任何 正 向 逐 段 光滑 曲线 . 


解 : 由 于 阴 数 -二 -- 在 全 平面 除去 :一 0 及 :1 以 外 解 
析 ， 因 此 临 线 0 内 部 就 只 包含 它 的 
两 个 不 解析 的 点 zs-0 及 =-1， 现 | 
在 设 O01 及 Os 是 内 的 两 个 正 向 


小 圆周， 其 中 01 是 以 z=0 为 中 心 
的 小 说 周 ,ze; O03 是 以 z=1 为 
中 心 的 小 圆周 jz 一 1|=s ( 见 图 
3-7)., SO Ci、 Cs 互 不 


相关 ,F 、Ca 及 Cs 所 转 的 区 域 上 解析 ， 因 
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志 , 应 用 定理 生 的 注 , 就 得 到 
| 1 -| Se 
已 必 一 名 Ca 2 一世 


-| 二 dz— om 1at| -| 二 
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=0—2m+2ri—0=0, 
其 中 第 一 个 积分 及 第 四 个 积分 值 是 利用 柯 西 定理 得 到 的 ; 第 
二 个 积分 及 第 三 个 积分 值 是 利用 例 1 得 到 的 . 

从 这 几 个 例子 可 以 看 到 ， 利 用 柯 西 定理 及 一 些 简 单 淫 数 
的 积分 ,就 可 以 对 较为 复杂 的 函数 计算 出 其 积分 值 . 今后 我 
们 可 进一步 看 到 , 利用 复 变 函数 中 的 积分 理论 , 可 以 更 简单 地 
计算 出 一 些 积分 值 . 

习 题 3.2 
1. 求 | 9 和 gs, 其 中 0 为 圆周 12+3i| 一 1. 
oe 外. 
来 ms 


eh 
(2) 


G2 
由 Hr og {4} 
其 中 必 为 《i) |# 一 让 二 2; GD 13 十 让 一 2 (ii) |z| =&, 


第 三 闻 原 函 数 与 不 定 积分 
设 刀 是 单 连通 区 域 , 而 函数 1() 是 卫 内 的 解析 机 数 , 则 
由 上 一 节 定 理 2 知 道 ,对 于 力 内 任何 一 条 逐 段 光 澳 曲线 4B， 
积分 值 | ,Ad 不 依赖 于 曲线 48 的 位 置 ,而 只 依 粮 于 
曲线 48 的 起 点 % 及 终点 <， 这 样 , 当 a 国定 时 ,这 个 积分 就 
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在 刀 内 定义 了 一 个 终点 为 * 的 单 信函 数 ， 将 这 个 单 信 郴 数 
记 作 

ro -| fa. (D 

现在 证 明 ， 和 由 上 述 积分 所 确定 的 函数 了 (z) 在 也 内 解析 ， 


(2) =f (2). 
设 是 区 域 马 内 的 任 一 点 , 以 z 为 中 心 

作 一 个 小 圆 芒 ， 可 以 认为 CD。 任 取 到 
内 一 点 *( 见 图 3-8)。 则 

FO) -| fee. ee 
由 于 积分 与 路 径 是 无 关 的 ， 因 此 可 以 认为 由 > 型 是 用 直线 
段 连接 起 来 的 ， 考 虚 

Flz)—F(s) 1 

TE fa, 


2 一世 
央 市 由 第 一 节 例 王 可 以 得 到 : 
F(x) — P(e —ftl 2 一 Fo 


一 世 
= 0) -fa Ga) 


其 中 积分 是 没 着 连接 * 到 > 的 二 线段 进行 的 . 由 于 蓝 数 jz) 
在 了 内 解析 ,因此 它 是 连续 的 , 即 任 给 数 :>0, 存在 数 5>>0, 
使 当 | 一 zj <<8 时 , LEKCD, 有 

[fC ~ f(a) | <e, 
这 样 , 当 |z' 一 z| <S 时 ， 电 上 述 等 式 (2) 就 得 到 


OE 


县 


< *“ 引 之 一 2 = 2， 


| 


一 和 4 一， 


于 是 tim LE 0, 


基 PF'(2) = f (0), 

仔细 地 分 析 一 下 证 明 , 可 以 发 现 ,在 整个 证 明 中 只 用 到 两 
个 事实 : 

(一 ) 通 数 了 (四 在 区 域 DD 内 连续 : 

(一 ) 省 数 /(z) 在 区 域 卫 内 沿 着 任意 一 条 闭 昌 线 上 的 积 
分 值 为 零 , 即 积 分 与 路 径 无 关 . 至 于 对 区 域 忆 ， 不 必 概 求 它 
一 定 是 单 连通 区 域 , 多 连通 区 域 也 可 以 . 

因此 ,可 以 把 上 面 证 得 的 结果 归结 为 下 面 的 定理 : 

定理 1 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 , 西数 (x) 在 区 域 卫 内 
连续 .车 函数 f(z) 滞 着 任意 一 条 在 区 域 卫 内 的 曲线 上 的 积 
分 为 零 的 话 , 则 由 变动 上 限 的 积分 所 定义 的 孙 数 


Pls) -| fl)d (1€D, 2€D) 


是 一 个 区 域 卫 内 的 单 人 解析 函数 , 且 
五 (2 一 2) ， 
这 个 定理 与 微 积分 学 中 的 结果 是 类 似 的 ， 在 微 积 分 学 中 
有 了 这 个 结果 后 , 就 得 到 了 人 微 积分 的 基本 定理 。 这 里 也 有 类 
似 的 结果 ， 与 此 有 关 的 ,有 下 述 定义 ; 
定义 1 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 ， 而 函数 7(z) 是 区 域 刀 
上 的 连续 函数 .满足 条 件 
B= (ED) 
的 遂 数 全 (2) 称 为 函数 (x) 的 原 耳 数 ， 所 有 原 淆 数 的 集合 称 
为 函数 /2 的 不 定 积分 . 
定理 2 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 , 函数 Jo) 在 九 上 连续 
且 在 刀 内 任何 一 条 闭 曲 线 上 积分 时 ， 其 积分 值 为 零 , 则 函数 
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f(z) 的 不 定 积分 有 下 列 一 般 表示 式 : 
G0 -| /Outro (weED). (8) 
其 中 0 为 任意 常数 ; 且 若 由 (z) 是 让 (的 任意 一 个 原 函数 时 ， 
则 有 
7- wa 一 wo 人 


【证 】 由 上 苘 定理 T 知 ,函数 P() = | f(D 和 是 卫 内 
的 音信 解析 函数 ， 且 2) 一 (2)， 此外， 由 于 (2) 是 函数 
7 G) 的 原 函数 , 即 57(z) 一 f(z), 因此 可 以 得 到 
($0) 一 Fa) 一 0， 
由 此 利用 第 二 章 第 三 节 习 题 2.3 第 4 题 得 到 
B20) — BP() =0, 
其 中 0 为 常数 ， 这 就 证 明了 公式 (3)， 
同 理由 于 由 (z) 基 原画 数 , 因此 由 (3) 得 到 
$0) = Fae+0, 
两 边 令 x= 代入 后 就 得 到 (人 .了 
这 个 定理 与 微 积分 学 中 的 微 积分 基本 定理 完全 类 似 . 
f 例 1 求 | saz. 
解 ， 由 于 函数 在 全 平 页 解析 ,因此 , 根据 柯 西 定理 , 它 
在 任何 一 条 闭 蝎 线 上 的 积分 为 零 ， 所 以 积分 值 | zade 是 确定 
的 歼 . 
显然， 函数 邱 - 是 名 数 必 的 一 个 原 西数 ， 因 此 利用 上 面 
定 起 8 中 的 公式 ( 仅 , 就 得 
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f x3 (7a. 于 (到 -一 9) ， 


【的 3 求证 从 -inlzl -iargz， 其 中 阔 数 之 只 在 
区 域 -<argt< 中 有 定义 . 

解 ， 显 然 函 数 坏 是 区 域 一 =<argg < 中 的 解析 西数 ， 
因此 根据 柯 西 定理 ， 它 在 一 =<argg<<m 上 的 任何 一 条 闭 昌 
线 上 的 积分 为 党 ， 因 此 |, 叶 - 就 确定 了 一 个 单 值 解析 函数 
(x), 且 (2) 三. 

此 外 ,出 第 二 章 第 四 节 中 的 对 数 西数 及 其 导数 的 定义 知 : 

‘Inz)s= (In |z| +éarge)’ = 


外 (In 仿 ， 也 是 去 的 一 个 原 范 数 因此 应 用 定理 2 中 的 公式 
(4) ,就 得 到 
本 
Cn ao= 人 去 发 +， 

两 边 令 z~ 卫 利用 (ln 1)o~Inl+iars1-0, 得 到 O00， 由 
此 得 到 
olinlsltiargs (~z<arge<n), 

如 果 所 考虑 的 区 域 吃 是 全 平面 除去 20， 则 函数 艺 仍 
在 此 区 域 也 中 解析 ， 但 是 如 果 团 曲线 的 内 部 包含 有 原点 ， 
划 由 上 一 车 的 例 2 知 | 学 2mi; 如 果品 的 内 部 不 含有 
原点 , 则 | 侍 ~0， 基 此 积分 上 .分 就 不 再 是 一 个 单 值 解 
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ee RN 承 代 履 


析 函 数 了 , 它 依赖 于 连接 工 与 * 的 积分 曲线 六。 若 旧 线 工 绕 
z 一 0 接 正 方向 转 ” 图 , 则 人 Co 车 曲线 也 
绕 z 一 0 按 负 方向 转 中 图 ,网 

上 入- (2 


《 见 图 3-9). bo 如 图 3- 一 图 , 则 


oe | 
人 谷 1 c 人 | | 
-22d- (ln 2). | 
其 他 情况 也 可 作 类 似 考 虑 ， 
这 样 | 全 (lm zyo-28mi， oz 
其 中 是 连接 点 1 及 z 的 积分 路 线 芽 加 
补正 方向 绕 原 点 的 圈 数 减 去 按 负 方向 绕 图 $3 


原点 的 图 数 . 因此 由 第 二 章 第 四 节 中 对 数 辣 数 及 其 导数 可 
知 ; 
人 全- ER 
3 > 


它 是 一 个 多 值 解 析 匹 数 . 

柯 西 定理 还 有 一 个 道 定 理 , 即 : 

定理 38[ 莫 瑞 拉 (Morera) 定 吾 ] 设 五 是 复 平面 上 的 单 
连通 区 域 ， 画 数 Fe) 在 冯 上 连续 .车 在 履 内 任意 一 条 闭 些 
线 口 上 都 有 


『 i := 
ff Wao, 


风沙 数 f(%) 是 也 内 的 解析 画 数 . 
' 【证 】 在 定理 的 条 件 下 ,根据 本 节 定 理工 知道 
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Flo = Oat 


是 区 域 D 内 的 解析 榴 数 , 且 F(z)==f (2)， 在 下 一 节 中 ,将 数 
证 明 , 区 域内 解析 亢 数 的 导数 仍 是 这 个 区 域 中 的 解析 函数 , 由 
此 推出 .je 也 是 厂 内 的 解析 函数 .了 

这 样 ， 由 柯 商 定理 及 葛 瑞 拉 定 理 , 就 得 到 一 个 函数 了 (2) 
在 区 域 卫 内 解析 的 充分 必要 条 件 ; 

定理 4 设 也 是 复 平 面 上 的 单 连通 区 域 , 函数 1) 在 了 
上 连续 ， 则 隙 数 了 (2) 在 也 内 解析 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 隔 内 
任意 一 条 闭 曲 线 0C, 都 有 


上 f(z) ds=0. 


习 题 3:3 


1. 求 sndg. 


ee * Aat 
23， 证 明 Are tge—f Ts 


第 四 节 ”解析 函数 的 柯 西 公式 


稚 .1 柯 西 公式 


在 偏 微 分 方程 中 ,经 常会 遇 到 解 边 值 的 问题 ,例如 已 知 函 
数 &(z, 9) 在 某 -一 个 区 域 边界 上 的 值 , 且 它 在 此 区 域内 满足 拉 
普 拉 斯 方程 , 这 样 的 边 值 问题 在 一 定 条 件 下 就 有 唯 -~ 的 解 . 我 
们 知道 ,满足 拉 普 拉 斯 方程 的 陶 数 是 调和 和 请 数 ,所 以 这 表示 出 
调和 范 表 在 区 域 边 界 上 的 值 就 能 够 完全 确定 其 在 区 域内 部 的 
值 . 调和 函数 是 解析 函数 药 实 部 , 因此 自然 会 癌 ; 由 和 解析 函数 
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在 区 域 边界 上 的 值 能 否 确 定 其 在 区 域内 的 值 呢 ? 答案 是 肯定 
的 ， 解 析 函 数 是 可 以 晶 它 在 边界 上 的 值 表 示 出 来 , 精确 地 说 ， 
有 下 面 的 定理 ; 
定理 1( 柯 西 公式 ) 设 复 平面 上 区 域 刀 的 边界 9 是 由 
n 条 互 不 相交 的 逐 发 光滑 曲线 0:(1<i<n) 所 组 成 的 ， 其 中 
Cu 包含 其 他 的 Ci(2<4<m) 在 其 内 部 ， 也 规定 C 的 方向 为 正 
方向 ， 设 鼻 数 /Ko) 在 区 域 刀 内 解析 ,在 闭 区 域 万 = 思 -+C 上 
连续 , 则 在 区 域 吃 内 有 
0 -mr ta. 人 
这 个 公式 是 解析 函数 理论 中 的 一 个 基本 公式 ， 它 表示 天 
数 .7G) 在 边 界 上 的 值 完全 决定 了 它 在 区 域 必 内 任 一 点 上 的 
值 , 
【证 】 设 s 是 区 域 刀 内 的 任 一 
点 ,函数 汉人 在 区 域内 除去 一 包 
外 解 术 ， 为 了 应 用 柯 耳 定理 的 推广 
《本章 第 二 节 定理 9， 特 在 区 域 万 内 
作 以 ao 为 中 心 ， 半 径 为 > 的 小 贺 周 3-10 
KK, ]s 一 | 一 r， 它 与 曲线 不 相交 ( 见 图 3-10)， 在 以 0 及 
A 可 以 得 到 
CG) De 
5 | 全 zy 人 十 训 二 ~ 0 
其中 下 -表示 区 的 硕 时针 方 向， 二 上 式 得 到 
1 2 | fz) Bi. 


. 2r% Joz— zo ~ an 
这 表示 上 商 等 式 右 端的 积分 与 了 无 关 ,为 了 要 证 明定 理 , 内需 
证 明 


不 一 20 


一 17 一 


2 二 


事实 上 ， ne 因此 它 在 z=zo 处 和 连 
续 , 即 : 任 给 数 s>0, 存在 数 8>0, 使 得 当 |z 一 %| 过 6 时 ,就 
有 

{f(s)—f (mm) 1 一， (8) 
因此 当 "< 时， 在 图 周 改 上 的 点 z 都 满足 |# 一 zo| ?过 56, 
| 此 时 , 由 本 章 第 一 节 例 5 得 
wr| EY df eo)| 


| fF lf fw) gl 
ba 无 多 一 二 2 民生 | 

< 直人 | ,二 加 二 Ai gg le £27e. 
2 |z-—20] 2x7 7 


这 就 证 明了 公式 (2) ,是 
推论 ”变通 数 在 区 感 jx 一 2 去 如 的 解析 ,在 闭 区 域 | 一 
zo| 所 及 上 连续 , 则 有 


Jo = fotrer)dd (0<r<R), (0) 


这 个 公式 称 为 解析 流 数 的 平均 值 公 式 。 这 公式 表示 解析 淆 数 
在 任意 一 个 回 周 2 一 2| 一 et 在 圆心 
的 值 . 

这 个 推论 是 很 容易 证 明 的 ， 事实 上 , 应 用 柯 西 公式 殴 可 
以 得 到 


f {80) = zr) CS (0<r<B), 


13 一 gel=r 性 一 2 


现在 将 圆周 的 参数 方程 = 加 十 re” 代入 上 式 ,就 得 到 
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JJ -二 -ri 


f (cot rs) db. 
由 这 个 公式 容易 得 到 调和 池 数 的 平均 值 公式 , 即 : 若 二 元 实 郊 
数 &z， ) 在 圆 Sl 内 是 调和 函数 , 则 有 
Uo, yo) 一 直 - aas 二 cos 乡 ， yo tr sin OIA 
{0<7<=R). {65) 

事实 上 ， 由 于 对 于 调和 函数 wz, 了 ), 可 以 在 图 ,一 如] 
<< 尼 内 构造 解析 函数 了 ), 使 4(z, 四) 是 了 f(z) 的 实 部 ,由 比 从 
解析 函数 /人 的 平均 值 公式 分 出 其 实 部 ， 就 立刻 每 到 调和 函 
数 的 平均 值 公式 (5) 

[全 1 求 过 | ,a 


名 


解 ， 应 用 定理 工 取 了 (0) 一 Sn 2 一 0， 就 得 到 
2 a dt = (sin 0 =sin0=0, 


DA is, 


有 ei 3z—] 
【 例 2 训 -zz| rp i 


1 1 
二 ?| i 
下 
| 1 二 


对 右边 的 第 一 项 积分 ,看 作 大 6) 一 414, 各 一 一 1， 则 被 积 隐 数 是 


Ty, 因此 按 柯 本 公式 得 到 ACE)|:--i= 对 右边 的 第 


二 项 积分 ,用 尊 样 的 方法 订 以 得 到 积分 值 为 2, 由 此 得 到 左边 
的 积分 值 为 1 十 2 一 &. 
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解法 (二 )， 应 用 第 二 节 定 型 4 的 注 , 则 得 到 
1 3z—1 
| -+ (Zz 二 1) (2—3) Ee 
1 3 一 工 
Dn 2+1 =s (z 十 1) (2 一 8) - 
+ 1 3z—1 
2 I¥—3 = (zt 1) (% —3) 


共 中 8 是 充分 小 的 数 ， 对 于 第 一 项 积分 , 令 


CQ。 


7(= 营 汪 ,mr 二 
用 柯 西 公式 得 到 积分 值 为 
3-1| 1 
83 


出 此 得 到 左边 的 积分 值 也 是 1 十 2 一 3. 
在 很 多 理 沦 及 实际 问题 中 ， 有 时 少 姜 在 包含 无 穷 远 点 的 
区 域 中 应 用 柯 西 公式 ， 为 此 引入 下 面 的 定理 ， 它 在 应 用 时 党 
之 常 是 很 方便 的 . 

定理 2 设 了 , 是 复 平面 上 包含 无 穷 

远 点 的 区 域 , 其 边界 为 

局 一 人 十 Co 十 二 

量规 定 在 0 上 绕 行 时 ， 区 域 态 永远 保持 
图 311 ， ”在 左 方 ( 见 峰 3-11)， 设 丽 数 f(z) 在 区 域 
DL 上 上 除了 无 穷 远 点 以 外 解析 ， 并 在 闭 区 域 ,一 Di-O 上 连 
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续 , 且 
lim f() ~f(o0). 
出 在 区 域 Di 内 , 通 数 2) 有 下 列表 示 式 ， 
IO -| Eatfl) CEDI. (0) 
【证 】 a z€ D,, 可 以 作 大 贺 周 kK, | —z| 
= 及 ， 使 得 在 它 内 部 包含 有 人 金 部 边界 C， 且 认为 在 玉 上 绕 行 
的 方向 是 道 时 针 方 向 ， 函 数 j(2) 在 以 =0+ 玉 所 图 的 区 
域 G 内 解析 ,在 他 上 连续 , 由 此 应 用 本 节 定 理 1 可 以 得 到 
JG -了 | 人 


2mrY 
= 1 区 
Jo db 2 起 . 《7) 


从 这 个 喜 示 式 看 出 , 它 对 所 有 0 即 它 不 依 
蔗 士 到 分 大 的 如 .直面 证 明 
lim .7|, SE fo0). (8) 


fet 2 EL—% 
事实 小 , 根据 定理 的 条 件 : 任 给 2 汪 0, 存在 数 瑟 >0, 使 
当 及 半 ~ 如 时 ,有 
(fC) —f(o0)|<e, iL—z|=R. 
因而 ， a ei 1 及 上 面 不 等 式 : 当 如 > 吾 : 时 ,有 


le 
_ 1 | 4 dt— 下 7 at| 


! 2ogr7 7 


< 也 | een) ose .am 


2 2z| 2 
这 藏 证 明了 等 式 (8) . 上 由 此 再 从 7)， 两 边 取 极限 BR 一 十 oo 
后 ,就 得 到 了 公式 (6), 
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1 7 dz# 
2 | a0 (2 一 3 一 4 一) 一 站 Xz 一 100) 
解 : 由 于 吴 数 

Fa) Re 
下 (2—2k) 
在 区 域 | 中 关 99 上 除了 x 一 o2 外 解析 , 且 

lim f (2) =0. 
出 此 应 用 上 面 定 理 2 中 前 公式 (6) ,得 到 
f{(100) =f(c0)—I=—I. 

所 以 ii 丰 二 之 
I (100-.2k) 


Yn » 
S611 


也. 忆 ”高 阶 导数 


利用 柯 落 公式 证 以 证 明和 解析 函数 的 一 个 重要 性 质 , 即 : 在 
肥城 内 的 解析 函数 的 导数 仍 是 解析 画 数 ， 这 个 性 质 在 粗 积 分 
学 中 是 没有 的 . 

定理 8 设 区 域 也 的 边界 为 C=Gi 十 Os 十 … 十 Cs， 它 满 
是 定理 工 中 的 规定 ， 设 函数 旋 思 在 区 域 五 内 解析 , 在 汲 区 域 
已 -了 十 CC 上 上 连续。 则 男 数 了 (z) 丰 区 域 D 内 有 各 阶 导 数 ， 匡 
在 卫 内 有 下 列表 示 式 : 


本 ， 


它 可 以 看 作 由 柯 西 公式 届 ) 在 积分 号 下 求 导 数 后 得 到 的 ， 
【证 了】 首先 证 明 公式 


| 1 f(£) 2 
Ye 
人) 27T7 Oa)” Ld (gE DD) (10) 
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成立 ， 为 此 , 设 为 为 卫 内 的 任 一 点 ,根据 柯 西 公式 (1), 有 


1O-f0 -| A 


-AGO 人 (人 了 C= a) 


Wh 
ed | any 


ar 


因而 
FO) — f(x0° IT fC) 
2 一 2 |。 《一 20) 下 
1 1 
mh TO ee 


-es 人 
现在 对 上 式 最 后 一 个 积分 的 模 作 估计 : 由 于 函数 7) 在 
闭 区 域 万 -= D- C 上 连续 ， 因 此 根据 第 二 章 第 一 节 中 的 定理 
5, 它 必 在 闭 区 城 万 上 有 界 , 即 存在 正常 数 型 , 使 
1LFC lH 《12 
设 4 是 点 % 到 区 域 也 的 边 并 的 距离 ( 见 图 3-12), 即 


d= min lz ' >0, 


: a Or 
假定 [> 一 so 芭 训 : 则 丰 Ce 


[~z| 污 16-0|-- zo 一 2 | 


根 揣 本 章 第 一 恒定 理工 中 的 积分 的 性 质 5) 
及 上 夯 儿 个 不 等 式 , 就 得 到 
| FOE dt 2 


(CL—z) (C0)* | Ca a 


其 中 了 为 边界 O 的 长 度 ， 由 此 从 等 式 (11) 得 到 ， 当 jz 一 wl 
< 时 ， 
= A | 
| 


一 各 2 


< |-—%l. 
因此 当 z->a 时, 就 得 到 
f(s)— so) 二 7) at 
2~— 20 Bee (一 20)2 ™" 
由 于 和 是 石 内 的 和 任意- .点 ,因而 就 证 得 了 (10) ， 
下 面 由 数学 归纳 法 证 明 , 对 任意 的 自然 数 %， 公 式 (9) 成 
立 。 事实 上 ， 当 ?= 工时 ,就 得 (10)， 所 以 等 式 (9) 是 成 立 的 . 
设 公式 (9) 对 n 一 上 好 
Jm 人 = 去 LS dl (zs€ED) (14) 
成 立 ， 要 证 ( 纺 对 %= 上 41 时 也 成 立 , 邵 要 证 
oD | rr (ED) (15) 
成 立 ， 为 此 ,对 于 任意 的 ED, 由 公式 (1 多 就 得 到 
| 1 1 1 
OOH) BO (errr ei pt 
-| /0 Sr 


(一 Zo) TI 
[Es0) — (C0 Ca) 
-= ,1%) (C2) ti ro) + 


基 而 
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fH) FH) | fF) 


8 一 加 Bnd jc (一 go 


sed)! pt | 
| 
-站 ol a CC) 


! 他 一 za (Cr (Ls) ~ (E+IXE er . 


一 2 0 6 {CL—z) tie— m0) 3 
CC- 和 2 em 
Ea 0 —2)* (一 本 -5, 


(16) 
出 于 zsED, 《EC 因此 存在 带 数 1， 使 |z| < 好 :， | 
二 了 1， 对 于 任意 的 人 0<l< 如 ,有 
和 人 一切 工作 一 30 四 1) 


<-alleaol 六 和)* 7 (Co) 
< (DM) 1z— | > (QM) (MY: 
[+1) (2M)*|s—%| S12M :|i, 
C17) 
假定 |z 一 ao| 二 鲜 , 利用 (12)、(13)、(17), 由 等 式 (16) 得 到 
大- | f(t) -dt 


2— zo 2r% e (CL—go) 


EC DC (此 十 上 1)2(23431 7) 


Oe 
由 此 就 得 到 
bm 国王 FPC) FD fs 


pp Z— Zo 3m Jo (EC—go) rt ** 


~ 29 一 


| Y 一 如 | 。 


出 于 so 是 刀 内 的 任意 一 点 , 国 而 公式 (15) 得 证 。 了 
注 从 上 述 定理 的 证 明 可 看 出 ， 只 要 贡 数 72 有 下 列 积 

分 表示 式 : 
J =| Pa weD, (18) 


Db de 一 
其 中 gl 习 是 曲线 C 上 的 连续 函数 ， 则 遂 数 了 (在 区 域 喇 内 
就 有 任意 多 阶 导 数 , 且 . 


Oa ED). 


Bd Jo CC—2)" 
上 面 的 积分 (18) 称 为 柯 丁 型 积分 . 
下 面 进而 证 明 : 
定理 和 设 函 数 了 (2) 在 菜 点 ?一 w% 鳃 析 , 则 它 在 这 点 的 邻 
域 就 有 各 阶 综 数 , 且 各 阶 导数 (2) 在 ?=zo 处 解析 . 
【证 〗 根据 定理 的 条 件 知 ， 获 数 在 2 一 % 的 某 一 个 邻 域 


jz 一 so1 < 中 处 处 有 导数 ， 考 虞 加 1: 一 so| < 二 内 所 有 的 点 
z 显然 耳 数 (2) 在 闭 加 |> 一 col < 去 上 上 解 术 , 因 而 根据 定理 


3, 它 在 加 |z 一 zl -到 > 内 有 各 阶 和 导数, 县 
Fe) = -lr 十 sr at. 

这 就 证 明了 f(z) 在 z 一 so 处 解析 . 了 

注 “由 上 述 定 理 可 惟 关 ， 若 函数 7(2) 在 必 内 解析 ， 则 
J() 在 万 内 有 各 阶 导 数 jwtz), 旦 jeo 人 也 在 万 内 解 本 

在 微 积分 学 中， 我 们 知道 ，~- 个 区 则 内 的 可 微 实 函数 
7 在 此 区 间 上 不 一 定 具 有 二- 阶 导 数 ， 更 谈 不 上 有 高 阶 导 数 
了 .但 是 在 -- 个 区 域内 的 可 微 复 变 下 数 .F(z) ( 即 解析 函数 ) 
在 此 区 域内 却 具 有 各 阶 导 数 ， 这 是 因为 ; 复 变 函数 在 一 点 
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的 可 微 必 理 涵 了 在 这 点 附近 函数 的 收 变量 与 自 变 量 的 改变 量 
之 比 不 仅 当 “ 依 任意 方向 趋向 于 为 时 极限 存在 , 且 其 极限 什 
与 方向 无 关 ， 这 个 紧 求 是 很 高 的 , 但 是 很 多 实际 问题 所 反映 
出 来 的 丙 数 确实 是 能 够 满足 这 个 要 求 ， 

下 面 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 , 称 为 柯 西 不 等 式 ， 

定理 5 设 函 数 .7(z) 在 加 | 一 so| 一 吾 上 解析 且 |f(s)| 
< 于, 则 


fm) la! (nl 2, .), (19) 
【证 】 由 高 阶 导数 公式 (9), 取 z 一 w%, 对 任意 的 Ri 之 卫 ， 
就 有 
Wm fo NY 3! fe) 
了 0) 熙 | 二 一 28 一 六 | (Lo—20)™tt 必 ， 
鸭 而 有 
Ho | < nb 2 


上 述 不 等 式 对 任意 的 总 盖 忆 才 成立， 因此 ， 在 机油 取 极 也 
旭 一 吾 后 , 即 得 到 公式 (19). 了 

利用 柯 西 不 等 式 ,证 明 下 面 的 重要 定理 ， 

定理 6[ 刘 维尔 (Liouville) 定理 ] 设 阔 数 f(z) 在 金平 
面 上 解析 , 且 有 界 1f() | 所 戏 ， 则 (x) 二 常数 . 

【证 】 对 于 任意 点 zo, 函数 (%) 就 在 任意 辐 | 一 %| 过 及 
内 解析 ,应 用 导数 的 桐 西 不 等 式 (19), 得 


Po)1< 革 。 


令 羽 > 十 co， 就 得 到 产 Go) 一 0， 由 于 加 的 任意 性 ， 得 六 (%) 
二 0 由 第 二 章 习 题 2.8 第 4 题 知 j(z) 三 常数 ，】 


一 427 一 


习 
1. 计算 下 询 积 分 ; 
DD | HT . 
a 
全 人 去 于 Ss; 
(了 -ct 


ITg2=22 于 十 人 


ds 


72 | ri CT ry 


(9) © |. dia. 
izl=i 如 


条 过 i 
大 本 上 也 恒 为 常数 民 . 


Pg 


1 [| er 
3. 证 明 or 


2 


?2 


题 人 3: 生 


3s-1 ， 
人 zt3~—1) 


4 | 0 
(4 Izff'=1 上 上 二 2 


of 
‘ ) amrel 《3 


好; 


EE 


I 1’ 


一 吾 


i 


其 中 人 0 是 包 合 原点 的 曲线 ， 


4, 设 Wg(D)= a 
(DD 用 两 种 方法 求 9(1); 
8(825 


2 一 此 


Si 


”和 


E 万 上 连 驱 ， 卫 的 边界 0 
0 柱 CG 上 二 为 常数 如 ,证 蚂 了 (3) 


dz; 


是 由 有 了 恨 


C3) 求 gt#o), so|>2; (3) 能 否 求 出 


5. 设 逆 数 了 2) =wtr, 引 十 iv(7, 的， 2 二 fe, 企 赔 1z2| 三 RR 内 解析 ;在 


]s] 志 RR 上 连 绕 ,求证 ; 


RR?2—r? 


wlr; 有 -直上 «(RB, $) 
提示 : 各 用 
1 fs 
动 |.. § Ca 
以 及 柯 西 公式 .了 
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-21tr CO3《 候 一 日 ) + 


dp (Oer<B), 


第 五 节 ”解析 函数 的 最 大 模 原 理 


从 上 一 节 我 们 知道 : 一 个 在 区 域内 的 解析 通 数 完全 可 以 
所 其 边界 上 的 值 所 确定 . 因 些 可 以 设想 : 解析 函数 在 区 域内 
的 模 是 否 一 定 不 超过 它 在 边界 上 模 的 最 大 值 ? 这 一 事实 是 肯 
定 的 ,有 下 述 定理 证 明 . 

定理 1( 最 大 模 原理 ) 设 刀 是 复 平面 上 的 区 域 ， 而 另 数 
了 (2) 在 区 域 呈 内 解析 ， 今 


型 一 sp |f (2) [<+o0: (四 
沿 在 区 域 了 内容 在 一 点 各 , 使 
|f zo) | 一 A 收 ， (2) 
则 了 (2 二 型 8 (2ED), 


其 中 g 是 常数 . 
【证 1 由 于 加 EDB， 因 此 必 在 在 一 个 以 mw 为 中 心 ， 半 径 
为 吾 的 圆 lz 一 .丰台 , 此 圆 全 部 属于 区 域 D， 根据 解析 巴 
数 的 平均 值 公式 ( 匈 上 节 定 理 1 的 推论 ) 
fw) -| fetre dad (OO<r< RB), 
利用 定型 中 的 第 二 个 条 件 , 得 到 
M-1fGols 二 | Co+reo1dg (3) 
根据 定理 中 的 第 一 个 条 件 , 得 到 
| .ffzo 十 reg) I<M (Or<BR, 0<9<2mr)。 (4) 
现在 证 明 
[fwotre®)|=M (0<r<BR, 0<g<2m)， (5) 
事实 上 , 在 相反 的 情况 下 , 存在 ge 《0 和 po 和 2z》， 使 得 
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LPGo 上 yes) | Ny. 
根据 函数 Fo 在 z= 2 七 rem 的 连续 性 ; 任 给 数 s>0， 存 在 数 
56>0, 使 当 ip 一 go| 天 3 时 ,就 有 
[fz0t+ re®r)— f(rol- Tem) |<e, 
由 此 得 到 [f(zot ro?) |<et |f sot rom)|, 


车 歌 8 一 车 一 | 六 名 2 站， 如 向 上 式 得 到 


feot ron) | < Met re 4 | peo rem)| 


_ Mr lot rm)| yy C6) 
这 样 ,由 不 等 式 (3), 利用 (4 及 (人 ,就 有 
< 让 | ， |f (orem) dp 


2T 


es Fm st 
"Dar Jo sn -ra md 1 《十 re) dg 
< re 2 | 2 二 


-元 | 2 M+ et ro) | = 28 


这 就 导致 了 矛盾 ， 因此 : 二 从 而 证 明 在 整个 园 内 
他 一 如 | 过 五 CD, 有 

[fC |=N. (7) 
眠 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 对 于 全 意 一 点 ED, 若 有 |f{z*: = 
于 ， 只 要 圆 [|x 一 ”| << 吾 属于 区 咸 就 有 公式 《1 成 立 ， 

下 面 证 明 : 对 于 区 域 也 内 的 任何 点 2, 都 有 

f (ZI = MM, (8) 
事实 上 ,因为 如 E 了 ,GE， 所 以 出 区 域 孔 的 性 质 : 在 区 域 
履 内 必 存 在 一 条 折线 Ci， 它 连 搂 ao 及 2Z( 见 图 3-18)， 设 折 
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线 避 的 节点 为 6, 名， ,入 一 ZG 是 折线 01 与 区 域 恕 的 
边界 8D 的 距离 ， 


d=min lz—2 |i»>0, 六 人 
因而 , 任 取 一 个 正 数 p<a, 对 于 折线 O01 上 | 
be 


主 一 点 罗 加 1z 一 必 | < 之 p 必 在 区 域 了 内 . 
现在 在 折线 Ca 的 每 一 条 直线 段 zzpsl(0 反 
8<S2 一 1 上， 取 一 些 分 点 加 :20，1，…， 图 3 18 
mw)， 使 得 相 邻 两 个 分 点 gxt 与 spiti 加 的 距 订 小 于 或 等 干 
号 ， 县 把 所 有 的 节点 (0<k<n) 都 取 作 分 点 ， 显然 这 些 分 
点 的 个 数 是 有 限 个 ， 这 样 , 以 每 一 个 分 点 作 中 心 , 半 笠 为 p 的 
后 就 包含 十 一 个 分 点 了 . 
根据 上 面 所 得 到 的 结论 ， 由 |7《z0o) | 一 好 可 以 推出 : 当 
1s 一 2ol <<p 时， | 1 三 对 ， 因 而 有 |f(%,2)| = 性 , 因为 20,1 
在 圆 j? 一 加 | = jz 一 20,0, <p 之 中 ， 由 此 又 可 推出 
{f(z0,011 = 一 杂 ， 
这 样 不 断 进 行 下 去 , 到 革 一 (有 限 ) 步 以 后 就 可 以 证 归 |7(2Z)] 
一 并 .这 就 表示 对 于 区 域 忆 内 任 仿 一 点 多 有 
lf (4s) 1 三好， 
由 此 根据 第 二 章 复 习 讨 论题 地 就 可 知道 
了 (的 三 对 ein， 
泛 中 9 为 基 个 常数 ， 定 理 证 毕 、 卫 
注 将 区 域 卫 的 边界 记 作 C， 设 闭 区 域 万 = 了 +OC 是 
交界 区 域 , 函数 7 疙 2 在 刀 内 解析 ,在 闭 区 域 疙 于 连 续 , 则 


mas lf (2) | —max ] C2), (9) 
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其 在 OQ 上 至 少 存在 一 点 内 ,使 得 
Le | —max |f 《2) | (10) 


事实 上 , 车 函数 (2) 二 常数 ， 则 这 个 结论 是 显然 的 ， 若 
通 数 f(z) 帮 常数 ， 上 由 于 它 在 闭 区 域 上 连续 ,因而 根据 第 二 章 
第 一 节 定 型 5, 在 区 域 世 上 必 存 在 一 点 2, 使 得 (10) 成 立 . 
点 2 不 可 能 属于 卫 ， 否 则 ， 根 据 上 述 定理 1， 就 有 了 (2) 三 党 
数 ， 因 此 *EO, 这 就 证 明了 等 式 (9) 及 (10). 

注 & 设 了 D 是 有 界 区 域 ,把 其 边界 记 作 CG， 著 函数 (2) 
及 fa(2) 在 口内 解析 , 在 闲 区 域 D-D+O 上 连续 , 且 在 边界 
OC 上 所 (2z) =.fa(z), 则 在 整个 闲 区 域 上 上 ,就 有 

f1(2) fl2). 

事实 上 ， 可 以 考虑 函数 五 (2) =1(%) 一 Ja(z), 它 也 在 号 
内 和 解析， 在 了 情 上 连续 ， 且 在 边界 上 (x) =0, 因此 根据 上 
面 的 等 式 (9) ,得 到 


max | F(2) |= mazx |F(2)|=0., 
ED SEC 


即 (2) =0(zED), 因而 当 zED 时 , f(w)=f2(2). 

这 个 附注 也 说 明了 解析 函数 由 其 边界 值 唯一 确定 . 

下 面 应用 最 大 模 原 理 来 证 明代 数 基本 定理 . 

定理 2 代数 基本 定理 ) 任何 一 个 次 多 项 式 

Pf) = 十 十 an 

在 复 平 曾 上 室 少 有 一 个 根 . 

【证 】 用 反 证 法 : 若 多 项 式 Pu(z) 在 复 平面 上 没有 根 , 即 
Pa) #0， 则 甫 数 9() ~ -万 -5 就 是 全 平面 上 的 解析 函数 
了 .显然 , 当 |z| 一 B, 且 召 完 分 大 时 ,就 有 
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CGI 十 … 十 Ce-1 Cn | 


LPGe1- zj: 


|z |e}: 
af1— le .en al 1 
>(1 一 -多 各 > 
由 此 在 |z| 一 及 上 , 当 且 充分 大 时 ,有 
| 2 
sO- [pi | < I -a 
坊 , 


利用 最 大 模 原理 , 就 有 
max |g (C2) | a | gtx) [< 条 ， 
特别 ,在 z=0 处 ,有 
: 1 了 
|o 一 | 2P (0) | = 1 可 |> 即 ， 


而 这 对 于 充分 大 的 五 显然 不 成 立 。 这 就 说 明了 “了 Po(z) 在 复 
平面 上 没有 根 ” 的 结论 是 不 成 立 的 , 从 而 使 定理 得 证 星 

推论 任何 一 个 % 次 多 项 式 在 复 平 面 上 有 且 只 有 个 根 
《这 里 将 儿童 根 算 作 几 个 根 ). 

事实 上 ,根据 上 面 证 明 的 定理 , n 次 多 项 式 Pn(z) 必 有 一 
个 根 , 即 存在 @ 使 Parka) 一 0， 由 此 从 代数 学 知道 Plz) 可 以 
写 为 Ps(2) = (2 一 2)Po_1(z), 其 中 了 Ps_1(2) 为 某 个 一 1 次 多 
项 式 ， 这 样 不 断 进行 下 去 ， 用 数学 归纳 法 就 可 得 到 这 个 推 
论 ， 


习 题 3 号 


1. 试 证 明 凋 和 函数 的 最 大 值 头 理 与 最 小 值 原理 , 即 若 函 救 wz, V) 是 
区 城 D 内 的 调和 活 数 , 令 
sup uw, 殷 一 型， inf WT, Y= mm, 
落 在 五 内 有 一 点 bo 一 xzo+io, 使 得 &%(zo 加 ) 一 让 坯 WTo, to) 一 
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mr 则 wm, g) 二 常数 。 
。 设 范 数 多 在 | 外 < 吾 内 解 牢 , 令 
HY ~ ma 17(2| 《0<r< 朋 . 
证 盟 让 (7) 在 区 间 [0。 RY) 二 是 一 个 上 升 函 数 ， 且 车 育 在 入 及 Ys 
人 sm 和 << 且 ,使 待 MGrD = 收 (r2), 则 8) 二 常数 ， 


第 三 章 小 结 


+ 引进 了 研究 解析 国 数 的 一 个 重要 工具 一 复 变 秋 数 
积分 的 入 念 ,给 出 了 计算 复 变 西数 的 三 个 方法 , 介绍 了 复 变 了 
数 积 分 的 几 个 重要 性 质 ， 

2. 单 连 道 区 域 及 多 连 弟 区域 上 解析 瑞 数 的 何 西 定理 龙 
整个 解析 函数 理论 的 基础 ， 这 里 同样 也 可 以 引进 复 连 续 函 数 
前 原 函 数 玉 不 定 积 分 的 先 念 ， 由 此 得 到 了 类 似 于 在 实 函 数 中 
微 积 分 的 基本 定理 .应 用 原 沙 数 的 上 方法 可 以 得 到 英 瑞 拉 定 
理 , 它 连 同 柯 西 定理 组 成 了 锯 析 冰 数 的 又 一 个 等 价 的 定义 . 

3. 解析 函数 的 柯 西 公式 及 其 特殊 情况 一 一 平均 值 定理 
说 明了 解析 半数 的 值 与 值 之 间 有 密切 的 联系 ; 即 它 在 区 域内 
部 的 值 可 以 道 过 它 在 区 域 边界 上 的 值 用 积分 米 表 示 ， 这 个 审 
实 有 很 重要 移 应 用 ， 也 是 今后 研究 的 出 发 点 ， 这 个 公式 的 证 
明 是 基于 柯 画 定理 . 用 柯 王 公式 可 以 证 明 区 域 上 上 的 解析 函数 
有 任意 多 阶 导数 ,这 是 实 消 数 导数 所 没有 的 性 质 、 用 平均 值 
定理 可 以 证 明 解 析 画 数 的 最 大 模 昧 理 ， 这 说 明了 解析 画 数 在 
区 域 边 界 上 的 最 大 模 可 以 限制 区 域内 的 最 大 模 ， 这 也 是 解析 
函数 所 特有 的 人 性质 ， 底 用 最 大 模 原 理 可 以 很 宅 易 地 证 明代 数 
基本 定理 . 

4， 介 绍 了 柯 西 不 等 式 , 说 明了 解析 函数 在 一 点 的 导数 的 
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横 的 合计 与 蕊 的 解析 性 区 域 的 大 小 密切 相关 ， 由 此 得 到 刘 纵 
尔 定理 ， 


~] 


第 三 章 复习 讨论 题 


， 复 变 诡 数 的 积分 是 如 何 定义 的 ? 它 与 二 元 实 函 数 的 线 积分 害 什 么 


你 能 举 出 几 种 方法 订 认 算 复 变 肖 数 的 积分 ? 
， 虱 复 变 函数 积分 的 定义 计算 | ”szda, 这 里 积分 路 线 是 连 搂 加 与 了 


的 任意 逐 段 光滑 曲线 . 


9 


df. 了 
来 积 分 1- 其中 WA 之 一 1? 本 ee ar 多 一 日 


fi) 忆 是 连接 一 及 工 以 z 一 0 为 中 心 的 上 半 个 圆 局 ; 《多 C0 是 连 
接 一 ] 及 工艺 <=0 痰 中心 的 下 半 个 辐 周 . 


计算 积分 | jz1az， 其 相 (DC 是 违 接 0 及 3 一 的 直线 展 ; (2) 0 


是 |?| = 上 从 一 于 到 二 的 上 半 个 圆周 ; (3) CG 是 [zs|=1 上 从 一 i 
至 的 左 举 个 圆周 ; 《4) 是 团 周 1*1=14. 


;， 计 算 积分 | Tm sdz, 其 中 (1) 当 规定 Tang=lals| +Ttargs 时 ，C 是 


1s1=1; (3) 当 规 定 Enas 一 18[ -yargg-h3xs 时, 0 是 12 一天. 


， 证明: (1) 沙 函 数 在 ?=0 的 部 域 连 续 , 则 


tim f (rey)a0 = 2rF CO); 
“-iD JO 


(3》 当 函 灼 (3) 在 二 4# 的 领域 连 绪 , 则 
lim fC2) 


7 aoer 2 


dz= 2ri Fo). 


， 计 滁 ， 淋 隐 数 了 (zs) 主 半 带 形 zzey 0s 7 : 话 连 综 , 瓦 


liin (vw 十 1W) 一 往 
十 多 
一 致 对 y 有 成立 ， Uxyh, 天 


Lim | 2 ds ~iAn, 


由 了 计 呈 
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14， 


其 由 B 是 平行 于 y 辅 的 直线 恨 ，0<y < 天 
证 明 : 若 积分 路 径 不 经 过 土台 则 


1 ds Tm 
EE 
0 工 十 好 到 十 Wed 


其 中 名 是 任意 整数 . 


. 计算 积分 [ sd ol, 


ls-afws 六 3 一 工 


. 求 | 一 全 5 dz, 其 中 闭 曲线 C 的 内 部 包含 加 |z|<1a1 


口中 一 G4 


一 fy) 


- 求 二 | 二 斌 dz 其 中 在 闭 昌 线 C 的 内 部 . 
1 


. 求 本 ,R05 2 其 中 (人 D 团 曲线 C 包 含 s=0, 但 2 一 1 在 


0 外 部 ; (2) z=1 站 0 内 部 ,但 s=0 在 G 外 部 ，(3) z=0 与 z= 
都 在 0 的 内 部 . 

设 卫 是 复 平面 上 的 区 域 ， 曲 线 是 上 的 边界 ， 设 函数 F(z) 在 DD 
内 解析 , 在 了 = D+C 上 连续 、 著 tsisn) 是 吕 内 nn 个 不 癌 敬 
点 , 今 


walz) = II 人 -zh 


、 1 fF), wt) ls) go 
求证 积分 。 太 ?] 十 访 人 人 de ple) 


是 一 个 4 一 1 次 多 项 式 ,是 满足 Po (sy 一 /so (1k) 


0 


团 曲 线 2 的 外 部 . 


“计算 积分 | 二 于 入 wr oz， 其 中 《te 在 闭 曲线 C 的 内 部 ; (3) a 在 


:不 定 积 分 是 什么 ? 它 在 证 明 柯 西 定理 的 逆 定 理 时 起 什么 作用 。 

， 记 说 明 柯 西 定理 与 柯 赣 公式 的 关系 ， 试 证 级 柯 西 公式 . 

”什么 叫 解析 函数 的 最 大 摸 原理 ? 其 证 明 的 关键 是 什么 ? 

-解析 函数 在 什么 情况 下 有 景 小 模 藉 理 ? 

， 设 函 数 Fo) 点 gc? 在 单 连 通 区 域 厂 内 解析 ,和 搓 与 呈 是 刀 丙 的 任 


意 两 点 ,求证 
ff)g a=f (eg) 


"— fras. 
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21. 


这 里 积分 路 线 可 以 是 连接 名 与 的 任意 曲线 ， 
证 明 对 于 任意 p> 山 有 


2 pa 
[ Ep oo8 (p sm 一 0pJG9 一 了 pp; 
0 =- 


全 ep gin(p sinp— np)dp=0. 


， 设 区 域 也 的 边界 号 逐 段 光 漠 出 线 ， 又 函数 


fF) 一 WE y) ty, Y) 
的 实 部 与 虚 部 在 石上 关于 ?与 y aa 令 


外 -了 (如 + 
37 3 ;加 
则 (中 机 人 Areez= | | 兰 Ff dy 


(3) 当 2ED 时 ,有 
f= 六 F], 区 -|| 人 全 时 ti 


它 是 柯 西 公式 的 推广 . 


， 设 函 效 Fe) 在 圆周 [zj 一 五 上 连续 , 作 


1 f2r a R243 0 
| yl 
32) 夫人 J ) Rr csp 全 9 


其 中 一 ?62， 则 g( 介 是 圆 ! 引 过 问 内 的 羯 和 函数 , 再 
ICrer0 一 Fe (0<D<2m)。 
Lomd held 


[提示 : 利用 


二 al (CO<r<B 0<69<an).] 


Br) Raircostp 0 tr 
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一 一 一 一 一 -一 一 第 四 这 < 一 
解析 函数 的 级 数 展开 


这 一 章 中 ， 广 完 介绍 册 复 变革 函数 所 构成 的 级 数 的 一 些 
基本 性 质 ， 共 中 最 重 疲 的 一 类 级 数 臣 等 级 数 及 由 正 土 与 负 符 
一 起 构成 的 罗 妆 级 煞 ， 然 后 研究 由 解析 两 数 如 何 展开 成 为 时 
级 数 及 罗 妆 级 数 的 问题 ， 这 个 河 题 无 论 在 理论 或 实际 上 者 
有 重要 的 意义 ， 它 可 以 儿 助 我 们 更 深入 地 掌 提 解 析 函 数 的 人 
质 , 并 将 级 数 作为 重要 工具 来 解决 各 和 重要 问题 . 


第 一 节 ”函数 项 级 数 用 其 基本 牢 质 


3 ,函数 项 级 数 的 收 仇 及 一 致 收 合 性 
先 考虑 函数 项 级 数 ， 设 如 是 平面 上 的 点 集 , 函数 序列 
tf 在 集合 吾 上 都 有 定义 ， 考 察 旭 下 霄 达 式 : 
A fH (OD 
显然 ,对 于 伍 何 一 个 尚 定 的 :和 下 ,级 数 寺 ) 就 是 入 一 章 第 于 和 闻 
中 普 经 讨论 过 的 数字 级 数 ， 我 们 引入 下 列 定义 ， 
定义 1 车 对 每 一 个 2ER, 级 数 上) 莉 收 伍 ， 则 称 郴 数 
项 级 数 (1) 在 瑟 上 是 收效 的 ， 级 数 〔i 收 化 到 的 值 是 * 的 了 
数 , 记 作 (2)，f 了 (Cz) 称 为 级 数 忌 ) 的 和 , 淹 记 作 
12) -1, 2ER. (2) 
由 此 看 出 若 用 & 5 诺言 ,那么 等 式 包 ) 就 表示 : 对 由 全 
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意 的 2zE 吾 及 尾 给 的 s 二 0， 存 在 数 冯 ( 它 依赖 于 = 及 z€ 万 )， 
使 当 ?> 交 时 ,就 有 


-|<e. (3) 
这 样 , 根 据 第 一 章 第 三 节 中 的 柯 西 收敛 准则 ( 见 第 一 章 第 


三 节 定 理 3), 就 有 
定理 I 要 俩 级 数 (四 在 百 上 收敛 于 函数 jz) 的 充 要 条 
仔 是 : 对 于 任意 的 <E 如 及 和 任 给 的 s>0， 存 存 数 如 ( 它 依赖 于 
* 及 8), 使 当 w 半 育 时 ,对 任何 自然 数 r, 有 
[fn C?) 二 f+al%) 十 "二 Jnrm(z) [一 e， 


定义 2 着 对 任意 的 Ek， 级 数 阅 17n(a)| 收 贫 ， 则 称 


级 数 (1) 在 召 上 结对 收 敏 ， 

象 在 微 积分 学 中 一 样 , 应 用 定理 1 容易 证 明 : 车 级 数 ( 卫 
绝对 收 筑 . 则 它 必 然 路 敛 ， 反 之, 若 级 数 雹 收 和 分 , 却 不 一 定 绝 
对 收 伍 . 

定义 8 设 {f(s))} 为 复 变 狂 数 序 询 , 它 的 各 项 者 定义 在 
集合 加 上 , 函数 了 (人 也 定义 在 点 集 用 上， 我们 说 ,在 点 集 刀 
上 ,级 数 立 六 (2 一 下 收 复 于 项 数 记 ce) ,并 记 作 


Sf = 6, 
这 是 指 : 任 给 *>0， 存 在 数 N( 它 依赖 定数 8， 佣 不 傣 昧 于 点 
zG 避 ), 使 得 当 2>> 玉 时 ,有 
[BA | <e (ED, (4) 


关于 一 臻 收敛 的 级 数 馆 有 柯 珂 淮 央 , 即 ， 
定理 2 级 数 ( 了 在 加 上 一 至 收银 十 函数 f(z) 的 充 要 条 
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人 性 是 : 任 给 s>0,， 存在 数 丈 ( 它 依 顿 于 数 s 但 不 依赖 于 
z 拒 吾 ) ,使 得 当 %> 交 时 ,对 于 任何 自然 数 积 , 有 
1 Fe TE faral2 dt fn | (EB)  ( 挡 
成 立 ， 
【证 】 必要 性 : 由 于 级 数 (1) 在 隶 上 一 致 收敛 于 72, 因 
此 任 给 se>0, 存在 数 六 〈 不 依赖 于 GE 吾 )， 使 当 m> 六 时, 就 
有 


| 守 产 @ -7G) 
显然 ,对 于 任何 虽然 数 mr, 更 有 
| 窗 关 -7 | < 号 Ge 司 . 
从 上 面 两 式 可 以 得 到 对 于 任何 z€ 户 ,有 
ja 十 Fa 人 2) 十 二 Fosm()| 


罕 Po- 站 关 o 
| 


8 
一 可 (ZE BE); 


站 


<| -70 +|O- BA 
之 二 十 太一 8 


充分 性: 已 知 任 给 。>0, 存在 数 驴 ( 不 依赖 于 x€ 如 ), 使 
得 当 w> 卫 时 ,对 于 任何 自然 数 mm, 有 
[futile) 十 fata(C2) ed fnrm(2) | 6 《2 EEA) 
中 
| 省- /<e (Eh) (5) 
上 成立 ， 报 据 定 更 1 知 : 级 数 (了 必 收 敛 , 设 其 和 为 1(), 即 对 于 
征 何 zE 巨 及 任意 固定 的 由 有 
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lim (0) = 
由 此 ,在 (5) 中 取 极限 , 就 得 到 
|7@ 一 六 六 人 |<s。 (ED. 


这 就 证 明了 级 数 (1) 一 致 收敛 于 表 数 了 (z). 机 

定义 和 设 函 数 产 (z) Cn 一 二 2 …) 定 义 在 区 域 刀 上 , 若 
级 数 (了 在 区 域 刀 内 的 任何 一 个 闭 集 五 上 都 一 致 收敛 于 函数 
Fe), 则 称 级 数 (了 内 闭 一 至 收效 于 函数 7(2) ， 

今后 将 经 常 要 用 到 内 闭 一 致 收 笋 的 概念 

象 在 微 积分 学 中 一 样 ， 有 有 下 而 一 个 充分 性 的 方法 来 羯 晰 
级 数 (了 的 一 咎 收 剑 性 ; 

定理 3 设 函 数 户 (2) (m1, 2 …) 定 义 在 点 集 召 上 , 且 
对 充分 大 的 mw 存在 数列 Wo。 使 

Po SM (EB). (8) 
车 级 数 局 My。 收 笋 , 出 级 数 (1) 在 关上 绝对 及 一 纹 收 伍 ， 

【证 】 由 于 级 数字 WY, 收敛 ,根据 第 一 章 第 二 节 中 级 数 
收敛 的 柯 西 准则 , 作 给 s>0, 存在 N， 使 当 m>N 时 ,对 任何 
自然 数 mr, 有 

[Morst- Mat Mim| <e， 
由 此 ,从 不 等 式 (6) 得 到 : 对 任何 的 2€ 妃 , 就 有 
|7n+1 (C2) ntol%) -+ fn mC%) | 
< nso | + fn) | 十 和 十 | Pt)| 
SMa Ms atm 6. 
应 用 定理 工 及 定理 2 就 证 明了 级 数 (DD 是 绝对 且 一 致 收 但 
的 3 | 
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【 傅 习 “讨论 级 数 闷 z* 在 |s|<1 上 前 一 致 收敛 性 ， 

解 : 当 | 中 sr<1L 时 ,lz sr 人 = 也 2 …)， 而 级 数 冯 六 
收敛 ,其 中 < 根据 定理 8， 级 数 2 在 任何 一 个 闭 圆 j 
<r< 革 上 一 致 且 绝对 收敛 , 即 在 | <1 上 内 闭 一 致 收敛 ， 

现在 证 明 习 2 在 |z| <1 上 不 一 致 收敛 ， 用 反 证 法 : 假定 


它 是 一 致 收 伍 的 ,应 用 定理 3, 任 给 s>0, 存在 六 ,不 依赖 于 %， 

使 得 当 %> 六 时 ,对 任意 的 自然 数 m, 就 有 
je |z] < 到 十 ， 

特别 在 人 = 工时 ,有 


|2z| rit<s， 12 <’1, 
由 此 ， 取 4 一 一 1 一 一 二 -, 显 然 |z, <<1、 因 而 由 上 式 得 到 
(a o 


但 上 式 对 充分 大 的 不 可 能 成 立 , 因为 


1 rd 二 
WD 

记 以 着 取 &8=0.1, 当 %% 充 分 大 时 ， 不等式 (7) 不 满足 ,这 就 出 
现 了 耶 盾 . 所 以 级 数 党 在 izi<<1 上 不 一 敏 收 化 . 

用 类 似 于 微 积分 学 中 网 方法 ， 可 以 证 明 关 于 级 数 和 沙 数 
的 连续 性 及 逐 项 积分 的 卫 个 性 质 : 

定理 和 & 1) 没 平面 点 集合 关上 的 每 : 点 都 是 凝聚 点 , 消 
本 函数 .72， 则 天 (2 在 召 上 连续 ; 2) 设 极 数 户 人) (nw 一 1 2, 
…) 都 在 雪线 上 连续 , 级 数 (1 在 曲线 已 上 一 琉 政 伍 , 出 
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1 7 | 号 Pet= 晤 | Pet 

【证 】 先 证 1D; 设 加 蚌 冲 上 任意 一 点 、 由 于 级 数 刷 ) 在 

召 上 一 致 收敛 ,因此 任 给 80, 存在 数 六 , 它 不 依赖 于 zE 五， 
使 当 员 > 六 时 ,有 


站 AGO 一 AGO | < EB). C9) 
特别 地 ,有 
| Fw) 一/()| < 各 (10) 


这 样 ,对 于 任意 固定 的 wn>> 轨 ), 利用 三 角 不 等 式 , 便 得 到 
FOO -fl |< |f0 - B10) 
tO A 


tA-fl):. 1) 
由 于 每 一 个 函数 及 (2) (% 一 4，2，…) 在 如 上 为 处 连续 ， 因 丽 
对 于 固定 的 少数 习 访 ( 扩 在 召 上 @ 处 也 是 连续 的 。 即 对 
任意 的 8>0, 存在 数 3>0, 使 当 1z 一 2| <83 (2E€ 刀 时 ,有 
祝 大 人- 习 Go) (< 主 ， (2) 
因而 由 不 等 式 (TD), 利用 (四 、10) 及 (12) 得 到 
|f (0 -fC | <e. 
因为 加 是 四 上 的 任意 一 点 ,因此 (2) 在 马上 连续 
证 明 3: 根据 题 设 条 件 ， 由 七 知 js) 在 C 上 连续 ， 设 曲 
线 C 的 长 度 为 根据 级 数 (了 D 在 C 上 一 致 收敛 性 的 条 件 , 仔 给 
s>0, 存在 数 N, 使 当 m > 时 ,有 
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< (ECn， (18) 


: 和 
AI 
问 产 


由 此 得 到 


-| (7®— BD A) )e 


<f 11® ~ Bf let i-e. 
定理 得 证 ，】 
大 家 知道, 在 微 积分 学 中 有 一 个 逐 项 求 导数 的 定理 , 在 复 
变 话 数 中 ,也 有 有 下 置 相应 的 重要 定理， 
定理 5[ 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weiersiraas) 第 一 定理 ] 设 画 数 
字 列 {f(z)} 中 的 每 一 项 在 区 域 DD 内 解析 , 且 在 刀 内 由 它们 
也 拘 成 的 级 数 在 刀 内 闭 一 致 收 伍 于 丽 数 zz), 即 
Sf) -7 (2) 


则 有 

1) 函数 了 (2) 在 了 DD 内 解析 ; 

2) 函数 了 2) 在 卫 肉 的 备 阶 导数 可 以 由 C2) 式 左 问 逐 项 
求 导数 得 到 ， 印 

a OB id, Pl, 2, 0) (14) 

3) 级 数 亿 和 也 在 卫 内 闭 - -丰收 伊 

[ 诉 】 证 明 1): 首先 易 证 山 数 (2) 古 卫 内 连续 ， 渤 实 
上 七 ,对 十 任意 点 zoeED, 存 存 辐 |z 一 %| 衬 Cc-D, 根据 定理 的 
题 设 条 件 ,级 数 导 ) 存 此 加 上 上 一 致 收敛, 有 每 一 项 f(z2) (kK 一 1, 
2, …) 都 是 解析 两 数 ,当然 也 在 此 圆 上 连续 ， 根 据 定理 3, 一 
下 收敛 级 数 ( 思 的 和 承 数 jz) 在 | 一 zj < 及 上 连续 , 因此 在 
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er 


i 


为 你 连续 因为 名 是 马 内 的 任意 -一 点 ， 所 以 函数 (四 在 DD 
内 连续 , 
现在 设 在 圆周 Or: 1 一 zo| 一 哺 上 ， 仍 设 圆 周 Or 及 其 


内 部 都 属于 了. 设 |* 一 zol < 十. 容易 证 明 , 级 数 


OOD + dD 
在 一 


~z Cz 


对 同 定 的 % 1? 一 za| < 如, 关于 5EOn 是 一致 收 售 的 事实 
上 ,由 
[SA -7 | 


k=] 


bp ee -全 | -1 


利用 级 数 (2) 的 一 es 这 样 一 来 ,应 用 定理 4 苞 2) 
就 可 以 在 Ca 上 逐 项 积分 , 即 


= (85) gy fr(t) 
和 交 下 ， zzb 二 对 间 > 号 
于 fr) =f(%), (16) 


其 中 第 二 个 等 式 是 利用 泣 数 由 的 解析 性 及 柯 西 公式 得 到 
的 , 说 明 娩 数 f(z) 有 形 如 (16) 的 积分 赤 示 式 .， 因此 , 根据 第 
三 章 第 四 节 定 理 3 的 注 知道 ; 函数 fz; 在 |z 一 ;%! < 及 内 解析 . 
因为 如 是 了 内 的 任意 一 点 ,所 以 姐 数 (在 耳 内 解析 . 

证 明 2); 类 似 于 上 面 的 论证 , 对 证 任意 一 点 zE 了 设 
Or: 1 一 X01 = 如 及 其 内 部 属于 卫 ， 而 (2 一 zo| < 可 可 以 证 明 ， 
级 数 
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J:(6) Fe) 
Ct La + 


关于 《ECx 是 一 敏 收 合 的 , 其 中 是 任意 自然 数 。 事实 上 ， 
这 可 由 


| 辣 二 f(t) | 
| 总 已 I se ~ CC) i 


= E700)| 


a 
< | SAO | (18) 
及 级 数 (2) 在 Cu 上 一致 收敛 性 看 出 ， 同样 , 根据 定理 4 中 的 
习 ， 等 式 (17) 可 以 在 Cn 上 逐 项 积分 ， 
2 ft 号 了 | fi) 
J 比 -六 玫 [| 


2 (一 2911 RE 2 jc 22)24 开 


即 
foWD- BP pls) 014) 


这 里 用 到 了 第 三 章 中 的 高 阶 导数 定理 (参见 第 三 章 第 由 节 定 
理 3)， 

最 后 ,证 明 3): 设 了 是 DD 内 的 性 意 有 界 闭 集 , 了 与 的 
边界 3D 的 距离 为 下 


二 Imin ， |s—» | 二 0, 
AE PR'E 


眉 且 < 则 对 任意 一 点 如, 圆周 Oa， 这 一 zo|== 吾 下 其 内 部 郁 
属于 区 域 DD, 内 此, 当 ECmr， jz 一 ais 雪 时 ， 不 等 式 人 18) 成 
立 ， 所 以 当 1z 一 w%[ 志 如 时 ， 有 
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(Sr -160| 


| _p! LO | de! 


EE 20 人 (Le) rt Bors 区 2 

< 中 (有 ”onnz | 祝 AO-AGo) |. 
利用 级 数 (2) 在 Ca 上 一 致 收敛 于 函数 Fe), 由 上 式 就 推出 
衬 j 姑 人 在 圆 |: 一 zj 一 巡 上 一 至 收敛 十 函数 Jo (9。 考 虚 
所 有 辆 jz 一 sj< 巡 (GZ 的 集合 ,这 些 贺 显 然 覆 盖 了 至 个 闲 
集 五， 由 此 根据 第 -人 章 中 的 入 盖 定理 ( 兹 第 一 章 定理 6), 在 
这 些 贺 中, 必 存 在 有 限 个 图 下。 Ke，…， 玉 这些 团 全 体 覆 
其 糙 个 闭 集 已 对 于 每 一 个 图 Kl1<i<),， 任 给 e>0, 存 
在 数 8 使 当 m > 时 ,在 五 < 上 有 有 

局 PP 人 -FoC)1<e C@ 是 自然 数 )， (19) 

册 此 推出 : 当 ma> PanxCN9 时 ,在 整个 闭 集 书 上 (19) 成 立 ， 即 
等 式 (14) 在 互 上 一 致 地 成 立 .了 

利用 最 大 模 原 更 (第 三 章 第 五 节 定理 了 可 以 证 明 下 面 的 
定理 . 

定理 6 ( 笋 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定 再) 设 卫 是 平面 上 的 区 
域 ,8D 是 它 的 边界 ; 两 数 疡 (ze= 2 …) 在 了 内 解析 , 在 
万 =- 了 +aD 上 连续 , 卫 级 数 信访 (9) 在 区 域 卫 的 边界 9 上 
-- 致 收 分 , 则 它 必 在 闭 区 域 万 = 了 +8D 上 也 一 数 收 全 

f 证 】 很 据 定理 2， 出 本 定 届 的 题 设 条 件 得 , 任 给 。>-0， 
存在 数 妨 ,使 当 n> 对 时 ,有 

i [freil2) 十 ra 于 Fi] < 
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其 中 人 2 基 托 总 自然 数 ， 击 于 阔 数 f642 2) fntal%) 本 5 
Jrmt2) 在 五 内 解析 ,在 六 上 连续 ， 内 些 恨 据 最 大 模 原 理 〔 匈 
第 三 章 第 五 节 定 理 1 的 注 41) 有 
Tat | firs (2) 十 六 :iafg) 十 二 fn1 a) [ 
= max {fariCe) Ffnrol2) fe frm < 


再 根据 本 节 定 理 2 就 证 明了 本 定理 . ] 


X. 雪 ”等 级 数 
在 函数 项 级 数 中 , 罕 级 数 是 最 简单 的 形状 ， 所 谓 钴 级 数 ， 
就 是 在 函数 项 级 数 立户 ( 轨 中 ， 产 [一 oz 或 坊 (2) 一 az 一 
zo)", 其 中 qn 为 常数 , z 是 任意 点 ， 换 句 活 说 : 具有 形状 为 
Sa (20) 
或 oy 
es) (21) 
的 级 数 都 称 为 时 级 数 ， 在 解析 荔 数 理论 由 ， 宕 级 数 是 在 研究 
各 种 再 论 问题 及 实 昧 问题 中 的 一 个 不 可 缺少 的 工具 . 
首先 介绍 类 似 于 微 积分 学 中 的 一 个 定理 : 
定理 ?[ 阿 贝尔 (Abel) 第 一 定理 ] 设 守 级 数 (21) 在 一 点 
所 天 各 处 收 颌 , 则 级 数 (21) 必 在 图 |z 一 2ol 二 ] 环 一 2 中 内 闭 一 
致 且 绝 对 收敛 
[证 】 出 于 级 数 > wu 人 2 一 ao)" 收 俩 ,六 此 根据 入 一 章 中 
收敛 的 必要 条 件 第 一 章 第 三 节 定理 7) 知 ， 
lim 2 入 20)" S: 0， 
因此 可 以 找到 数 好, 使 得 对 所 有 的 自然 数 邮 有 
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1 区 一 zo)*| < 


设 [2—zof <ip-i 12 -sl, 
则 因为 
2—Z0 (<< 
为 一 加 | 和 一 20l 


因而 


] 2 ~ 
[an(2—a0)"| = fas(m ro) {|e <Meg, 
1 1 29 


其 中 9= -2 <1， 利 用 级 数 总 六 收 化 ， 由 定理 3 就 人 


到 级 数 (21) 在 图 1# 一 加 | < 之 | 入 一 %| 内 内 一 致 收 伍 及 在 |* 一 so| 
过] 入 一 加 | 绝对 收敛 、 

推论 ”车 级 数 (21) 在 4s 关 2o 处 不 收 合 ( 妈 发散), 则 在 区 
域 |zx 一 zo] > |2 一 2| 上 处 处 不 收敛 . 

[证 】 事实 上 , 假若 在 某 一 点 所 收敛, 且 | 和 一 如 | > :2 一 
zo|， 根据 上 的 定理 7 级 数 (21) 应 该 在 |x 一 加 | 过 | 为 一 w%| 内 
闭 一 致 收 合 ,特别 应 该 在 各 收 伍 ， 其 中 ws 一 %|< 之 | 所 一 zo1, 但 
这 与 题 设 予 盾 . 了 

这 样 一 来 ,全 部 园 级 数 (21) 可 以 分 成 三 大 类 ， 

第 一 类 的 知 级 数 人 21) 陈 了 z= 名 以 外 姓 好 发 效 , 如 

1 二 (2 一 20) 二 22(g—z0)?2 十 -mG 一 to) 二 (22) 

显然 , 它 站 z=zw 好 收 襄 ; 沼 2 对 加 时 ， 


lim ro — 20)* =~ lim [2s—20)1*= 00, 
站 十 ra N 一 4 co 


因此 不 满足 级 数 收 全 的 必 楼 条 件 , 所 以 发 散 . 
第 二 类 的 帘 级 数 (21) 在 全 平面 上 处 处 收 化 ,如 


En 3 一 人 
0) 23) 
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显然 ,对 什 意 复数 2 当 们 充分 大 时 ， 有 有 | re 和 部, 关 此 


| (2 20)" < I 


; 
根据 定理 3, 级 数 (233) 处 处 收 敏 . 

第 三 类 的 寡 级 数 (21) 是 在 在 一 个 点 所 基 a， 使 (24) 收 敛 ; 
又 存在 一 个 点 因 使 级 数 ( 叶 ) 发 散 ， 从 定理 ?7 的 推论 可 看 出 : 
j 和 一 s| 窒 lz 一 1， 现 在 考 碟 所 有 使 级 数 (21) 政 敛 的 点 洗 所 
对 应 的 量 | 一 ao 的 集合 五， 

加 =- 着 六 一 a 骨 级 数 (231) 在 一 迪 处 收敛 }， 
的 为 级 数 (21) 在 和 收敛 , 因此 吾 i to1; 又 因 为 概 
据 定 理 了 的 推论 ，| 芝 一 aa] 所 |aa 一 如 | ， 因 此 集会 召 有 于 界 | 
一 sj 由 此 看 出 ,集合 We 记 作 8B, 显然 
0< | 一 如 | RS!z— |iT0. 

可 以 证 明 , 级 数 (21) 在 图 1s 一 zo| 过 琅 内 收 全 ;在 '# 一 so] > 吾 发 
巩 ， 事 实 上 ,对 于 任何 纪 满足 |z' 一 ww| 过 且 , 根据 上 确 界 的 定 
义 , 存 在 点 的 使 i 一 6%| 之 | 六 一 如 | 过 BR 级 数 ( 江 ) 在 sz 党 下 
伊 , 因 而 根据 阿 员 尔 第 一 定 嘿 , 级 数 (21) 在 -xz 才 伍 车 取 
任何 2*，|x" 一 01 六 如 ,再 根据 上 确 界 的 定义 , 级 数 (21) 在 2 
s” 上 必 发 散 , 否则 , 吾 中 包含 量 [ 扩 一 各]， 因 而 上 闯 名 就 大 于 
有 RT. 

定义 车 存在 一 个 数 妨 ,使 得 宕 级 数 (21) 在 jz 一 | 一 吾 
中 处 处 收 敏 ; 丙 在 1 一 z| 之 五 中 处 处 发 散 ， 则 称 驴 为 里 级 数 
(2 了 ) 的 收敛 半径 , ,zx 一 | 过 如 为 收 伊 国 ， 

对 于 第 -类 短 级 数 ,我 们 认为 它 的 收 货 闪 径 为 零 ; 对 于 第 
二 类 寡 级 数 ， 我 们 认为 它 的 收 伍 半 径 为 十 co， 从 奋 右 下 列 定 
悍 : 
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定理 名 所 有 的 军 级 数 (21} 可 以 分 为 三 大 类 ， 

1) 对 于 任何 一 点 * 震 ao, 宏 级 数 都 不 收 伍 , 此 时 收敛 半径 
R=0; 

2) 对 二 任何 一 点 *， 钴 级 数 都 收 合 ， 此 时 收 合 准 径 有 R= 
十 co: 

3) 存在 使 寡 级 数 收 倒 的 点 ， 也 存在 使 寡 级 数 不 收敛 的 
点 ,此 时 收 敏 半径 五 存在 , 且 0 一 召 十 cc， 

守 级 数 42 了 在 收敛 圆 ]* 一 和 | 过 如 的 边界 上 的 性 质 是 很 复 
杂 的 , 这 里 不 准备 再 作 详 细 的 讨论 了 . 

根据 定理 8, 震级 数 的 收 伍 半径 吕 是 可 以 唯一 地 确定 的 ， 
因此 它 是 否 可 以 遵 过 其 系数 0, 就 能 够 求 出 来 呢 ? 答案 是 前 
定 的 。 为 此 ,下 面 先 复习 一 下 微 积分 学 中 讲 到 的 有 关上 极限 
的 概念 . 

定义 6 设 {co} 是 一 个 实数 序列 ,考虑 这 个 序列 的 所 有 凝 
聚 点 的 集合 8.. 

s={ 引 lim ou 一 2， 包 括 8= 土 ce 情况 }. 

令 JSUDS， la=intfs. 


称 玉 是 序列 {eo} 的 上 极限 ; 2 是 序列 {ej 的 下 极限 ， 记 作 


lmes=h, limo,=Is. 


从 定义 着 唱 , 若 序列 {6,} 没 有 上 界 ， 则 五 = 十 co; 车 序列 
{6 没有 下 界 , 则 == 一 oc. 

定理 8 1) 若 {fe 有 工 界 ， 则 要 使 h = im on 的 充 要 条 
件 是 

(一 ) 任 给 8>0, 俘 在 数 主 ,使 当 n> 玉 时 .on 十 5 
(二 ) 任 给 8 二 0, 存在 {fon} 中 一 个 子 序 列 {6}， 使 6, 守 
-8, 
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2) 苑 {ed 有 下 界 ， 则 要 使 PIHm 6, 的 充 要 条 件 是 : 


(一 》 任 给 s>0, 存在 数 太 ,使 当 > 六 时 ,0 之 一 2; 

(二 ) 任 给 。>0, 存在 {or} 中 一 个 于 序列 fw, 使 om 志 
f+ a. 

【证 】 因为 考虑 到 在 本 定 到 中， 通过 {一 6,} 可 以 将 2) 转 
化 为 ,所 以 在 此 只 证 明博 

必要 性 ; 因为 六 saps, 所 以 对 于 任意 的 >0, 在 yz 下 十 
e 上 不 可 能 于 有 few} 中 无 限 多 个 点 ,否则 ,根据 列 紧 性 定理 ( 见 
第 一 章 中 的 定理 5), 在 {0} 中 存在 收敛 的 子 序列 , 设 其 极限 为 
8 显然 有 8>> +s。 册 此 推出 5Es。 这 与 上 确 界 的 定义 相 
矛盾 《一 ) 证 毕 . 

由于 五 一 pnps, 所 以 任 给 s>0, 在 s 上 存在 5, 使 ?> 一 
s， 出 于 5Es, 所 以 存在 ford, 使 Hm ea 从 询 当 呈 充分 


大 了 时 ,就 存 oo 一 se- (二) 也 证 毕 . 

充分 性 : 由 《一 ) 可 知 , 对 于 任意 的 这 0, 在 z 关 十 e 上 , 没 
有 无 限 多 个 {6,} 中 的 点 ， 因 此 也 说 没有 凝 紊 点 ， 所 以 sups 志 
2， 由 8 的 任意 性 ， 就 得 到 sups<h。 出 (二 ), 根据 第 一 
章 中 的 列 紧 性 定理 可 知 , 在 x 这 有 一 8 中 必 有 {cn 的 凝聚 点 , 因 
此 saps> 人 一 5， 同 祥 , 由 上 的 任意 性 得 到 snps 守 有， 归纳 上 
述 两 方面 ,就 得 sups 一 hn， 定 仍 证 毕 ，〗 

定理 10[ 柯 西 - 阿 达 玛 (Cauchy-Hadamaro) 定 名] 对 十 
宪 级 数 《21), 设 


b= lim Nic, | ， (24) 
其 中 fo 小 汶 (21) 中 的 系数 ,由 
] 了 
Te 5 
a imYia|’ (25) 
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【证 】 1 设 有 一 0， 我 们 证 明 级 数 (21) 处 处 政 敛 . 由 定理 
9 知道 , 对 于 任意 数 s>0, 存在 数 对 之 0, 使 当 w> 太 时 ,有 
wz， <s 即 (26) 


对 于 任意 的 点 到头 加 取 8 一 ET 则 从 (26) 知 道 , 当 m> 
太 时， 


ja z0)" | 所 8" | 入 一 zo!” -Ee 


由 此 根据 定理 3, 知 级 数 (21) 在 z= 为 处 收敛 ， 
2) 设 = +ce， 我 们 证 明 级 数 (21) 除 了 在 :一 2 以 外 处 
处 发 散 。 假设 不 然 , 即 设 级 数 (21) 在 :一 丸 关 z 处 收 敏 ， 那么 
从 收敛 的 必要 条 件 
,Jim Qn (21— 20)"=0 
知道 , 任 给 s>>0, 存在 数 育 , 当 % 守 时 ， 
|an {#1—%)"| < 8. 
因此 存在 数 型 , 个 对 所 有 的 区 有 


lag, (gi— co) "| < < 


| 
1 


即 Via < 


、Z1 一 20| 
成 让 
这 与 声 一 -oo 的 假设 术 耶 后. 
3) 设 0-<<< 二 co, 演 虞 任意 一 点 各 ,| 一 %| < 十-， 我 
们 来 证 明 级 数 (21) 在 z= 处 收 仇 ， 事实 二 ， 由 定理 9 知道 ， 
任 给 * -0, 存 在下, 当 m> 交 时 ,有 
Na 二 8 十 5) 


出 此 了 到。= 二 生生， 从 上 式 可 以 得 到 
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[a 0)"| < [ht e) [a 一] 一 (光一 | Ia 玫 ). 


由于 五 | 二 一 | < 因此 级 数 辣 (二 二 这 一 和 | 收 伍 ， 由 
此 根据 定理 3, 级 区 (21) 在 := 局 处 收敛 ， 所 以 级 数 (31) 的 收 
化 半径 刀 > 二 ， 

现在 证 明 , 对 于 任意 点 aa，|z 一 gj > 起， 级 数 (21) 在 ~ 


2 处 发 散 ， 事 实 上 , 根据 定理 9, 任 给 s>0, 存在 一 串 wu 使 
Vianl>b—e 即 | 全 一"， 
由 此 取 8 一 下 名 加 | 一， 则 由 上 式 得 到 
[elza—zo0) "| (~— 8) ta ~z0|) "1, 
即 im an(2s—-s0)"P0, 
这 不 满足 收敛 的 必要 条 件 ， 因 而 级 数 (21) 在 :~ 入 处 发 散 . 所 
以 级 数 (21) 的 收敛 半径 < 区 
归并 有 R> 志 与 她 < 寺 ， 就 得 到 了 五 -去 ，】 
特别 地 , 当 


t=Iim ~ |e {27) 
n= 
或 
| 
1= lim 1.2atd (28) 
nt Wn | 


时 ,就 有 至 - 子 ， 后 一 种 情况 可 以 伤 徽 各 分 学 中 用 的 方法 来 
证 明 , 即 由 (28) 可 以 推出 (27). 
[ 佛 2] 求 十 沪 = 一 于， 且 收 敛 半径 为 工 


1—z” 


-~ 二 和 一 


解 ， 因为 这 个 震级 数 的 系数 m=]， 因 此 1 lim 必 问 


一 二 出 此 根据 定理 10 得 其 收敛 半径 为 1 这 个 级 数 在 |z| <1 
内 闭 一 致 收 仿 且 绝对 收 仑 。 当 |z|<<1 时 ,地 有 


Re 1 1 -aN+L 1 
lim > 2 Hm 一 一 一 - 一 . 
N= it Wo» 1 二 一 多 


【 例 3] 求 袁 级 数 总 莒 -的 收敛 半径 ， 
解 ; 因为 其 系数 4 ~ es: 因此 


E 多 ww! 
l= lim | 一 :| = lim 一 一 一 0. 
2 二 9 Un ds ‘多半 4)! ! 


由 此 根据 定理 10 得 其 收 化 半径 及 = +co。 级 数 立 -所 在 全 
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平面 上 内 闭 一 致 收敛 , 以 后 可 以 知 其 和 函数 是 er, 
[ 俩 和 求 雷 级 数 已 mlz? 的 收 伍 半 各 
解 ， 因 为 它 的 系数 a。 一 %!, 因此 


l= lim |-2oa nt 4 | -+ 


hm+ee 3 
由 此 根据 定理 10 得 收 伍 半径 Rd 
我 们 知道 , -一 个 多 项 式 在 全 平 画 上 解析 , 而 窒 级 数 是 多 项 
式 的 推广 , 由 此 自然 地 会 问 ; 竹 级 数 在 收 伍 加 内 是 省 表示 一 个 
解析 函数 ? 这 个 问题 由 下 述 定理 给 予 了 肯定 ， 
定理 了 基 坚 级 数 
Dalz—#0)" = f2) (29) 


的 和 画 数 了 (z) 是 收 合 圆 [|z 一 zo! -< 县 内 的 一 个 解 村 函数 ， 昌 其 
和 名 阶 导数 可 以 放逐 项 求 导数 的 方法 得 到 : 
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1s) = Domi) npr Gm)", 《30) 
其 中 了 是 自然 数 ， 册 此 得 到 

“= pr0, 1 2, 0). (31) 
{证 】 由 于 |s 一 z%| < 及 是 短 级 数 的 收敛 回 , 因 此 根据 定 
量 9, 这 个 竺 级 数 就 在 |z 一 %| < 妨 上 内 闭 一 致 昌 绝 对 收 华 , 再 
眼 据 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 -定理 ,就 立刻 得 到 所 需 的 结果 , 由 (29) 

与 (30) 令 zs=a 就 得 到 公式 (31)， 了 

习 题 全 江 


， 设 遂 数 序列 Cs) 一 tt2y 切 十 ant 扩 (1 二 1 2 定义 在 五 上 . 
试 证 要 使 


Ha 


fC) =f (8) =u lx, 内 一 (2 的 
在 互 上 一 致 收 伊 的 充 要 条 件 是 : 
Bue, 9) wr, YS Der, YY 
都 在 如 上 一 歼 改 多. 
， 未 函数 项 级 数 总 (2"1 一 攻 ) 的 收 敏 性 及 一 致 收敛 性 区 域 
.上 用 第 三 章 中 的 英 丙 拉 定 理 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 中 的 1). 


. 试 直接 证 明定 理 9 中 的 多 ， 
5， 试 证 : 实数 庆 列 {a 小 有 极限 为 了 的 充 要 条 件 是 : 


中 生 


l= lim a,= lim on。 


notm ee 


6. 试 证 当 ?1 ln isL- | 时 ， 短 级 数 (21) 的 收效 半径 为 及 一 上 、 


. 求 下 列 圭 级 数 的 收敛 半径 及 收 全 加 ， 
GD 加 C++DG 一 "5 它 等 于 什么 级 数 ? 
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2) Bh" om 全 
03) 多 2 名 i 
的 训导 Di) CD) Sworn, 

teD =i 
(6) 写 人 中 富生 -DD" 
(8) 高 的 2 [ql <1; (9) 名 2 

| 


(10) 训 4 十 25 
8. 设 赛 级 数 立 aser 的 收 伍 半 径 为 妃 且 在 == 妈 处 绝对 收 禾 ，|4j = 
已 试 证 此 级 数 在 |?| < 及 上 一 致 且 绝 对 收敛 


9、 设 界 级 数 访 anz" 的 收敛 半径 为 孔 试 讨论 下 列 冠 级 数 的 收敛 半径 : 


CD ran, (2) con—1)aner, 
St Cn 
(3 名 二 思 


第 二 节 解 术 函数 的 泰勒 级 数 展开 


这 一 节 我 们 研究 加 内 解 村 函数 能 展 升 为 释 级 数 的 问题 ， 
即 任意 一 个 一 般 的 解析 函数 可 以 分 解 为 -- 些 最 笠 单 的 函数 
一 一 瞻 函数 的 求 和 、 这 样 的 一 种 表示 方法 对 隆 在 理论 上 以 及 
实用 上 研究 解析 函数 都 会 带 来 很 大 的 方便 ， 例如 , 应 用 笑 级 
数 展 开 式 ， 就 可 以 研究 解析 函数 出 它 的 虚 部 用 积分 表示 的 问 
题 ,零点 的 弧 立 性 , 解 术 函 数 的 唯一 性 等 问题 . 


忌 .1 贺 内 解析 函数 的 素 勒 级 数 展开 
从 工 一 节 的 定理 11 知道 , 购 内 收 敦 的 塞 级 数 表示 一 个 解 
析 荔 数 ， 这 个 定理 的 道 定 理 也 成 立 ， 邵 
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定理 1 设 函 数 .7 在 贺 下 :js 一 z| 过 如 内 解析 ， 则 在 
琵 贺 内 ,大 2 可 以 展开 成 下 列 的 严 级 数 : 


Fe) = > an(2—z0)", (1) 
其 中 
oe f(z) _ fm (0) 
ngs | (2— 20) "I es 2 (2) 


C 是 任意 圆周 : |4 一 %| ~p 忆 及 ， 这 个 展开 式 在 下 内 闭 一 至 
政 敛 而 县 还 是 唯一 的 ， 
(DD 式 称 为 泰勒 (Teylor) 展开 式 ;on 称 为 素 勒 系数 . 
【证 】 显然, 对 玉 内 任意 一 点 必 存 在 一 个 圆周 C: 
15 一 m6! 6< 马 使 得 |z 一 x| <<p， 应 用 柯 再 公 式 (第 三 章 第 四 
节 定 更 也 得 到 
1 -Hil lol<p 9) 


Dr 


下 而 利 用 柯 列 以 了 二 县 肥 开 式 玉 证 轩 这 个 定 天 。 它 拓 过 全 
单 变换 后 可 以 转化 为 函数 了 在 |6| “1 上 的 展开 式 : 
Te ll. (9) 


记 丰 | 二 册 半角 收入 :出 守 上 因为 
= 1 
Cz (Ce SU) Em TTE) ， 


(5) 


其 中 = 纪 = 和 ,由 于 1=| 


zo | r= Iz—s0l 1 » 和 4 
Ch be 
得 到 


| z—% 

Ca 
1 ~ pa) 

ee 
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美 于 名 在世 zo| = 吕 上 一 致 收 侣 ， 出 此 愉 各) 知道 
1 _ 2 20) 

7 一 3 (or (6) 
在 慌 一 如 | =p 虐 一致 收 化 .用 f 必 ) 乘 级 数 (6) 式 两 边 所 得 到 的 
级 数 仍 在 科 一 | =p 上 一 致 收 伍 ,根据 上 节 定 理 4 中 的 2)， 
Ci =p 上 逐 项 积分 , 因此 得 到 

了 f(L) (2—%0 

六 
= 0) > 


其 中 en 是 由 公式 (2) 所 确定 的 ， 巾 此 再 利用 柯 西 公式 (8) 就 
可 证 得 展开 式 革 ) ， 

关于 公式 (分 中 的 积分 曲线 { 这 里 是 圆周 ) 0, 根据 多 连通 
区 域 中 的 柯 丁 定理 ( 人 参看 第 三 章 第 四 节 定 理 2) 知道 ; C 的 半 
径 p 是 可 以 任意 的 , 只 要 它 满足 0<p< 召 即 可 公式 (2) 中 
第 二 个 等 式 是 利用 第 三 章 中 的 高 阶 导数 公式 (参看 第 三 章 第 
四 节 定 理 3) 得 到 的 . 

此 外 , 知 级 数 (1) 由 它 本 身 的 收复 性 及 根据 上 一 节 的 汪 理 
7 知道, 它 在 |* 一 如 一 吾 上 是 内 闭 一 致 收效 的 ， 

关于 展开 的 唯 -性 ,也 是 很 显然 的 ， 事 实 上 , 假若/(2) 
还 有 其 他 的 展开 式 


/2) 2 ” On (2— Hi0)", 
则 人 只 上 -~ 节 定 理 坟 知道 , 其 系数 为 
ot 


将 此 式 与 式 () 作 比较 ,就 可 看 出 尾 开 式 是 唯一 的 
泰坦 级 数 展开 的 唯一 性 这 个 宴 实 有 利于 我 们 具体 地 将 一 
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2 


个 函数 展开 为 泰 翻 级 数 。 因为 不 管 我 们 用 什么 方法 , 只 要 每 
-- 步 都 合理 ， 册 所 得 到 的 函数 的 千 级 数 展开 式 都 一 完 龙 函数 
的 泰 瘟 级 至 用 开 式 . 

这 个 定理 连 馈 上 节 的 定理 11 说 明了 : 以 基 一 点 加 为 中 
心 的 圆 内 的 解析 函数 与 此 贺 内 的 宕 级 数 [ 见 上 书 的 公式 (34)] 
之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 这 个 结果 在 徽 积分 学 中 是 没有 
揭 , 也 就 是 说 , 一 个 区 间 上 有 导数 的 丽 数 不 一 定 在 此 区 间 上 可 
以 展开 为 吞 级 数 ， 例 如 丽 数 -了 二 ss， 在 届 个 实 轴 上 对 它 可 求 
无 穷 多 次 导数 , 俱 却 不 能 在 实 策 革 展开 为 等 级 数 ， 以 后 要 说 
明 不 能 展 升 的 本 质 理 直 . 

此 外 , 如 果 东 数 .Ps) 在 区 域 卫 内 刨 析 ,加 是 区 成 忆 内 的 
任 一 点 , 设 z 到 妃 的 边关 8D 的 距离 为 4， 则 本数 f( 引 在 轿 
(2 一 | < 内 解析 , 因此 根据 上 商 的 定理 1 画 数 (2) 就 可 以 
在 风 ]z 一 | -<Q 内 展开 为 泰勒 级 数 (D)， 此 时 等 级 数 (1) 的 收 
敏 半 色 R22. 

[ 例 呈 ”将 函数 地 二 5 在 2~0 的 邻 域 中 展开 为 泰坦 级 
数 . 

解 ， 出 于 责 数 -二 二 在 全 平面 上 只 有 两 个 不 解析 的 点 
2 一 士 6 因此 它 丰 ls| < 工 内 解析 。 由 本 书 定理 十 它 在 121 <1 
中 可 展开 成 泰勒 级 数 (了 D， 利 用 公式 (4), 得 到 

Ds| <1 

其 收敛 半径 R=1, 

[人 鲍 3] 求 函 数 -上 5- 在 :一 邻 城中 的 泰勒 展开 式 ， 
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解 ， 忆 知 函数 -了 在 全 平均 上 具有 两 个 点 一 十 4 不 


解析 , 因此 它 在 jz 一 1| 三 V3 上 和 解析， 和 利用 展开 式 (4), 得 到 
1 =- 去 1 + ] 
2 [L zg 一 名 多 十 光 


-二 [一 TEL | 
BI TUT (G1) HFT) 


| 1 1 1 Ii 
22| To x1 ol", = 
i+ rs 


1 i 5 
一 > 1) er BJ -ri | -) : 


利 用 1—i= vy ， 和 十 名 = :VD 04, 到 由 上 式 得 到 
~ sin (om 十 二 于 
LF =- 名 (一 一 生 (z-1)m。 
容易 证 明 


Em i 
分 2 EE 
| 
TT! 
i sin(n+1) | 
4 | 1 = 
县 "+ < r 十 上 ™ 1 
2 2 2 
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机 此 根据 上 池 定 理 10, 得 其 收敛 半 和 从 及 ~\ 人 2 . 

失 上 面 商 个 例子 可 看 到 :在 罕 级 数 展 开 式 的 收敛 圆 的 过 
界 上 ,都 有 函数 72) 的 不 解 桥 的 点 ， 这 个 此 实在 后 面 还 要 作 
详细 讨论 . 

总 结对 解析 务 数 的 讨论 ， 我 们 得 到 四 个 等 价 的 解析 西数 
的 娄 念 ， 这 些 概 念 从 不 问 的 角度 反 蜡 了 解析 函数 芍 深刻 性 
质 ， 叙 述 如 下 : 车 商 数 (在 区 域 忆 出 满足 下 列 条 件 之 一 ， 
刚 它 就 是 卫 内 的 -个 解析 务 数 : 

tf》 函数 Fo 在 万 内 处 处 有 导数 ; 

2) 函数 了 2) 一 tlz, 用 十 外 (oo 9) 的 实 部 与 感 部 在 了 内 
襄 微 , 且 潢 足 档 两 - 黎 曼 方程 


Gu br A _ Ou 
Ar Cy’ Oz oy 


3) 了 数 了 在 了 内 连 继 ,并 对 用 内 任何 六 茹 线 ,部 有 
| zz 一 由 


4) 对 于 五 内 任 一 点 ,都 存在 一 个 邻 成 , 讽 数 (四 在 此 邻 
城中 能 展开 成 客 级 数 . 

下 面 再 举 几 个 例子 ， 将 已 知 的 几 个 初等 裔 数 展开 成 为 宪 
级 数 . 

[人 销 3 引 水 在 2 一 0 处 前 泰勒 级 将. 

解 ， 汪 数 /Fez) 一 ee 在 全 平 而 解析 ,因此 狠 据 本 六 定 理 ]， 
它 能 在 全 平 而 上 展开 为 霖 级 数 ， 己 知 !e9 一 ec 捧 以 其 展 江 式 
中 的 系数 en 可 时 公式 人 得 到 
人 

Rl ni 

因 证 
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了 a a 
a a Oi (7) 


{ 例 人 芭 求 osz 在 2=0 处 的 泰坦 级 数 ， 
和 解 ， 耳 数 f(z) 一 cosz 在 全 平 耐 解析， 因此 根据 本 节 定 再 
寺 它 能 在 全 吾 面 上 展开 为 疑 级 数 ， 由 (7) 得 到 
oogz-- 二 各 一 -到 [六 国生 全 | 


二 ~ 5 一 1] Ja35 (8) 
nN (C235) ! 


根据 震级 数 展开 式 的 唯一 性 , 这 个 展开 式 必 是 它 的 泰勒 级 数 . 
{ 例 5] 求 sinz 在 >=0 处 的 泰勒 级 数 . 
解 ， 函数 7 六 2) 一 sinz 在 全 平面 解析 , 入 此 根据 定理 二 它 
能 在 金平 面 上 展开 为 宕 级 数 、 贝 7) 得 到 
| 
CD 
iA0 (2%-1.1)! 
【[ 例 6】 求 画 数 UL 二 2) 在 2--0 处 的 案 勘 级 数 . 
饰 ， 根据 定义 
lIn(l+2)=Inr-tiarg(tli2), 
其 中 了 一 上 并 十 2 这 
marp (lH) < 
( 见 图 4-1), 显然 函数 2) 一 ICL-E2) 
就 在 单位 圆 |z| < 内 解析 ， 所 以 在 此 
国内 ， 它 可 以 在 z=0 处 展开 为 震级 
数 ， 显然 0) 一 0 ef9 -1 十 z。 利用 
反 通 数 的 导数 的 定理 《 见 第 二 章 第 二 
节 定 理 3, 容易 得 到 图 4-1 


(9) 


1 1 


wz) el) 工 十 2 “” 


工 


1 一 六 阅 ET 


, 1 
1(2) = Ty 


帕 素 得 到 i 
1H = (D1, 
1%(0)—(—D (aD!. 
这 样 一 米 , In(1+2) 的 展开 式 中 前 系数 @ 由 人 2) 可 得 
(—1)"1i(n—1) ! =(—1)"1 1 


%t! 
因此 得 到 在 !s| < 工 中 有 

加 (4 一生 二 等 二 (一 D1 全 十 …，(10) 
答 易 看 出 , 这 个 智 级 数 的 收敛 半 径 也 正好 等 于 工 . 

【说 1] 求 郊 数 (1T+2“ 在 2=0 处 的 素 勒 级 数 , 其 中 ac 是 
一 个 复 常数 . 

解 ， 规 定 ( 十 2 们 “一 ennQf， 其 中 茵 (1 十 纹 的 性 质 与 上 例 
中 相同 , 这 样 一 来 ,yg(2) 二 纪 十 0)* 在 区 域 一 和 天 arg(1 十 轨 < 拓 和 
上 就 是 一 个 单 秆 解析 函数 了 .， 央 而 显然 右 


7 es In(I+?) 1 二 {ow -n+e) 
2) 一 Cl | ， 
9 (2) i 


tn =— 


所 以 
g™ (2) 一 cfa 一 1).… {en 十 yee-mint ts) 
(1%—=1, ,++). 
这 样 一 来 ， 
000) = ala— D(a—nti), 
又 显然 gC0) “1, 
因为 尖 数 9g( 罗 在 一 Targ(142) 过 we 虐 解 析 ， 所 以 它 在 |z| 过 
工 上 解析 ， 根 据 本 节 定 理 二 它 可 以 在 *=0 处 展开 为 泰勒 级 
数 , 其 收敛 阅 为 [z| < 二 而 系数 ev 出 公式 (2) 确定 ,部 
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i IO) ale— DD .fa 一 nt1) 


nn! 


因此 在 |2s| < 多 ,就 有 


(十 芒 “= 十 oz 十 


xfa 一 1) 
人 


十 人 zi 十- (11) 


{ 例 81 求 函数 secz= -sz 在 2 一 0 处 的 泰勒 级 数 . 


解 : 因为 函数 f(?) 一 在 | 了 | 天 总 内 解析 ， 因 此 根 


据 本 节 定理 1, 它 在 |a| | 内 2=0 处 可 以 展开 为 泰勒 级 数 ， 
设 为 


1 
f(D) = i 


其 中 wm 人 = 0 1, 2, -…) 是 待定 系数 .因为 secz 是 侦 函 数 ， 
地 


一 Ko 十 Ca2 十 Ga 和 十-… 士 Con2n 十 


f 2) =f(—2) = 80— 2 一 二 (1) 二 
把 上 面 两 个 等 式 相 加 后 除 2 得 到 


(2) 一 二 Co 十 Ca2 寺 Ca2 十 -十 Con228 十， 
利用 cosz 的 展 式 (8), 得 到 
6G 
1=(go 二 Qo 十 GQ 二 人 -二 全 一 区 二 


因为 曼 级 数 在 收敛 回 内 都 绝对 收敛 ,因此 从 第 一 章 知 道 ,可 以 
直 搂 进行 相 乘 , 由 此 得 到 


1=aot+ (0 0 )2+ (@ 一 名 二 > 十 … 


+( Gen a a 


185 一 


人 比较 西边 系数 , 得 到 


Go=1, a3— -下 =0,， a 如 to 人 
一 < 2 A 
Car 十 :十 (一 1)* Co ST 0. 
于 是 得 do=1， Se ar 十， 3 
因而 pe J 汪 - 
21 4 


【 例 9] 来函 数 ,7(s) ~-e = 在 20 处 泰勒 级 数 的 前 四 
项 ， 

解 ， 按 要 求 ， 只 需求 到 之 指 系 数 就 够 了 今后 用 0C2) 
表示 一 全 车 级 数 , 它 形 示 从 关 项 开始 ,其 中 天 是 正 整 数 . 

最 然 ， 


二 O22)) = 一 (2 十 太 十 必 二 OC)). 


而 
a EP 0 ) se Di 


pt OC) 


] 一 一 下 一 各 二 中 (2) 十 1 0O(2) 
0 fz 十 玫 十 2 二 OD(4) 
CT 


8 
二 一 2 一 和 姑 一 如 十 二 十 说 6 十 加 (23) 


下 面 介绍 一 个 重要 不 等 式 ， 叫 做 杆 西 不等式， 利用 它 呆 


以 估计 函数 的 泰 勤 级 数 展 开 式 中 的 系数 . 
定理 2 设 函 数 () 站 1z|< 召 内 解析 , 则 f(z) 在 jzi< 
如 中 的 索 勒 展开 式 


了 (一 ar (12) 
中 的 系数 有 估计 式 
lal< 2 (nl, 2, (18) 
洪 中 
MR) 一 sn | 7s) | ， (14) 


不 等 式 人 13) 称 为 系数 的 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 ， 
【证 】 根据 定理 3 了, 函数 了 (zy 有 有 展开 式 (12), 其 中 


AO0) 
w! “ 
利用 第 所 章 第 四 节 定 型 所 中 高 阶 导数 的 柯 疯 不等式 
(MR)n! 


fe, 
即 得 不 等 式 (18), 其 中 人 YC 及 由 (19 记 确定 ，】 


全 ,人 施 瓦 兹 公式 及 波 阿 松 公式 

解析 函数 可 以 通过 其 实 部 和 分 来 袁 示 ， 这 个 事实 在 很 多 
情况 下 往往 是 很 有 用 的 。 

定理 3 设 函 数 Fe) -xz 纺 二 认 (w, 有 在 圆 j 直 雪 吕 内 
解析 ， 征 半圆 | > 闪 召 二 连续 ， 则 

fC iBot | (Roosy, Rsiny) 2 二 dy, 

:2 <， (15] 

这 个 公式 称 为 施 拟 兹 (Sechwar2) 公式 ,其 中 Bo 为 实 常数 ; 且 
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ws(r cos 昌 Sir 人) 


2 二 和 BR tb 
= | (Reoswb, Rein Re( 了 er ja 
于 2 


一 | uC Roosy, Rsiny) 


Ry? 了 
人 区 -一 本 全 了 一 YE ， rR. 
np ot ? 


(16) 


这 全 公式 称 为 波 阿 松 (Poissom) 公 式 ， 
【证 】 根据 定理 二 在 | 中 雪 问 内 有 


fF) 一 Da, (17) 
fm(0) __1 f(g 
| 中 = 中 te 


! or& 《+ t 


Pat 1 | (Re | Rie' du, 
0 1 


和 Dns +1pnt+ ly 


共 中 


由 此 得 到 2 
Cs 一 | F(Reve- ay 
这 | [a(Reost, Rsiny) 
-+ivCBReosy, Rsinyb)je ™ ob, (18) 
此 外 ,利用 柯 王 定理 ,得 


nS 人 = 一 让 
本 i 


即 二 工人 (Rete yemy dy a 0, 
1 

2x 

+iv( Roosy, Rsiny)le™ p=0, 


f° tu(R oosy, Rsiny) 
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两 进取 共 斩 后 得 到 
2 |，[w(BBeosW Rein) 


Sr 
itCRo0sy, Rony)ie ady=0, (19) 
将 (18) 与 ‘19) 两 式 术 加 ,得 到 
Kon = 由 ulReosy, Rsiny)e mp mal1, 2, '), 


(20) 
此 外 


Po 0) 


Ds 


} 1 ar 
本 人 加 玄 上 |。 fe )ap 


-二 | [uC Reosy, Rsinw) 
+ (Reosy, Reing)]d= +i (21) 
其 中 


co-| (Reos yb, Rsin td 
1 2 0 


Bo 一 | vRoosy, Rsiny)ay, 
现在 将 (20)，(21) 代 入 (17), 得 到 
f (2) -ao 站 | Reosy, Rsin)y 
东营 el “(Boeosy, Rsin) em, 
|z| =<R. 《23) 
考虑 级 数 


它 关 于 站 在 加 ,2z] 上 是 一 致 收敛 的 ,其 各 为 


一 5658 一 


和 
I 二 训 6 


1=- 


1 
- gS i 2 2 i 
工 一 讨 4 吾 Cd 
由 此 在 等 式 (23) 中 进行 未 项 积分 后 ,就 得 到 


far 6 
fC) Bo uBR eosy, 0 —O——p 


各 
CR 


» 


区 
2 


|), Reoey, Rsiny) te, 
1z] <R. 
公式 (15) 证 华 ， 将 公式 (15) 两 边 取 实 部 ,注意 到 z=7e”, 得 到 
Dd 所 所 让 一 日 ) 
Re (六 二 一 Re (Be) 
~ Re (Bou — 0 r+iRsin(y— 2 
Reostb 0 — +R nb) 
:=Re'[Reos(w—0) riiBRsin(y— 
x [ 吾 oog( 由 一 外 一 人 一 4 及 sin 一 全 
[LReosy—0) r+ BR sin (yg 0)]} 
= {LBeos(y— 人 +r [Reosty——r] 
+ Bn 0)} 二 [R287 00 0) + 
BR» ta 
TaRr oo Or 
从 而 就 可 立刻 得 到 公式 人 1467. 

施 殉 效 公式 说 明了 : 道 过 调和 函数 在 边界 上 的 值 , 可 以 确 
定 它 所 对 应 的 解析 函数 以 及 其 共 四 调 和 阴 数 2(x, 轨 在 区 域 
内 的 值 ， 这 个 事实 在 三 骨 级 数 艺 - 些 肆 论 研究 中 是 很 重要 
的 ， 淡 阿 松 公 式 说 上 明了; 调和 函数 完 金 由 它 的 边界 上 的 值 所 
确定 . 
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之 , 写 ” 零 点 的 丑 立 性 及 谁 一 性 定理 


在 很 多 实际 问题 中 ,往往 需 更 研究 一 个 两 数 等 于 零 的 扎 ， 
也 就 是 求 根 ， 最 简单 的 情况 是 : 在 解 常 系数 线性 微分 方程 时 ， 
将 这 个 问题 转化 为 求 上 共 特 往 多项式 的 根 的 问题 ， 一 个 n 次 多 
项 式 有 个 粮 , 而 多 项 式 旺 解析 冰 数 , 那么 一 个 解析 尖 数 有 风 
个 根 呢 ? 显然 也 有 个 根 ， 但 在 一 般 傅 况 下 , 它 可 能 有 无 穷 
多 个 根 ， 那 么 这 无 穷 多 个 可 能 的 根 的 分 布 情况 恕 何 呢 ? 这 个 
问题 是 属于 值 的 分 布 论 中 的 问题 、 在 这 里 我 们 不 准备 进行 讨 
论 了 ,而 只 准备 从 唯一 性 的 角度 来 考虑 , 也 即 从 杖 数 .六 习 根 的 
分 布 情 况 来 研究 了 (2) 一 0 的 问题 . 这 有 下 列 定 再: 

定理 49 设 秒 数 大 2) 在 区 域 五 内 解析 , 召 是 卫 内 一 个 点 
集 ， 它 室 少 有 一 个 讶 育 点 如 GE 取 ， 着 2zE 号 时 ，.F =0， 则 
yz) 二 0， 

【证 】 因为 6a ED 是 集合 五 的 凝 请 点 ， 而 孙 数 (2) 大 
z=zo 连续 ,因此 有 

f(s0) —lim f(2) ~0, 
aCE 
此 外 ， 出 二 加 SED， 所 以 必 存 在 一 个 加 |: 一 名 | 过 二 CD， 根 据 
定理 4, 在 |2 一 ?0l<: 肪 内 ,有 


了 (一 Fo + en) G20) 二 0) 十 …， 
(24) 
其 中 
fl) 0. ， (25) 


以 后 就 称 so 为 匡 数 了 (2 的 一 个 堆 表 ， 下 面 证 戎 f(z) 在 iz 一 
3 二 站 内 恒 为 堆 . 
出 反 证 法 ; 车 函数 (2) 在 1 一 2%! 二 如 中 不 异 为 零 ， 可 以 
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认为 
Fe) =0, 太一 0 fH (一 0 fH) #0. 


(26) 
以 后 称 2 为 区 数 A 外 的 零点 加 的 级 .由 此 得 到 
(2) = (s—2) p(s), (27) 
其 中 
(2) = D0) (» 二 (28) 


(DP 十)! 
仍然 在 12 一 a 因此 根据 上 节 定 理 芽 , 它 是 |z 一 
%| 二 召 中 的 一 个 解析 阔 数 , 且 p(x0o)#0， 由 于 落 数 pg(2) 在 
“= 加 处 连续 ,因此 任 取 s>0, 存在 数 5>>0, 使 得 当 |z 一 so| <<6 
时 ,有 
lg(2) — p20) |<e. 
特别 , 取 s=- -2 -> 0, 则 内 上 面 不 等 式 知 


A | (% 
[人 |> g(a ig(%) 1 ~ 20 220). 


因此 范 数 of2) 在 |z 一 如 | 二 5 中 无 零点 ， 由 此 得 到 丽 数 (2) 一 
《2 一 为)?P( 罗 在 0 二 2 一 加 | -6 中 也 无 零点 ， 这 就 违反 了 2o 是 
斋 数 的 在 五 中 的 零点 的 凝聚 点 的 假设 ， 这 个 矛盾 就 说 明了 
在 |z 一 wi 之 且 中 了 (2) 二 0. 

大 上 面 的 证 明 过 程 可 以 看 出 : 对 寸 住 意 一 点 %*, 只 要 它 是 
函数 .六 2) 的 零点 的 一 个 上 凝 育 点 , 且 若 圆 ;2 一 所 所 有 RCD, 则 就 
可 以 推出 郴 数 .Fo 在 |z 一 2 二 吾 中 为 零 ， 对 于 区 源 如 内 
的 任意 一 点 Z, 存在 连接 加 及 的 折线 CQ, CCD, 应 用 在 证 
其 最 大 模 厌 理 时 用 过 的 方法 ,也 可 以 在 此 折线 C 上 ,依次 证 
明 在 每 一 个 节点 处 了 (=0, 因而 在 Z 处 f(z)=0. ] 

推论 1 设 函 数 扩 (2) 及 folz) 在 区域 吕 上 解析 ; 集合 如 
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征 也 内 的 点 集 , 且 如 有 一 个 效率 点 各 风 于 区 域 D， 若 在 如 
上 ,及 一 J(), 则 在 正 个 区 域 DD 内 ,所 (3) 二 fp(9). 

素 实 上 上, 只 可 考 开 卫 数 /(:) 一 (一 fs()， 应 用 上 面 的 
定理 4 即 得 证 . 

推论 2 设 画 数 ./(3) 在 区 域 万 内 解析 ,A() 寺 90， 若 在 也 
内 存在 点 so 使 .Fao) 一 0, 出 必 存在 区 城 0<1z 一 aa] < 已 在 此 
区 域内 , 讽 数 了 (?) 交 0.《 这 个 结果 称 为 零点 孤立 性 定理 ,) 

事实 上 ,假定 这 种 区 域 0< | -so|< 尾 不 存在 , 则 任 给 数 
%% 在 区 域 0<|s 一 a| < 二 上 必 存 在 一 点 ,使 得 J(%) 一 0, 这 
样 就 会 得 到 一 个 序列 {su}, 它 有 无 淄 多 个 不 相同 的 点 ， 且 以 和 
为 其 极限 ， 由 此 应 用 定 更 4, 会 母 笃 冰 盾 ， 从 而 推论 得 证 . 

最 后 还 需 说 明 : 在 定理 4 的 条 件 中 , 要 求 函数 /(z) = 0 的 
点 集 恕 在 画 数 (3) 解 析 的 区 域 中 至 少 右 一 个 凝聚 点 的 条 件 
是 必要 的 ， 事 实 上 , 演 巾 少数 sin 了 了 二, 它 在 全 平面 上 除了 
2=1 以 外 解析 ， 这 个 函数 有 无 穷 多 个 罕 点 ~1 一 地 -(%- 
1, 3. …)， 但 由 于 这 些 志 点 的 极 眼 为 2=]， 它 不 在 函数 
sin -二 -的 解析 性 这 域 中 , 因此 它 水 宣 为 零 ， 

下 面 举例 说 明 唯一 性 定理 前 应 用 . 

[ 例 10】 求证 复 郑 数 sins 是 实 通 数 sinz 的 唯一 欧 氛 
广 ， 也 就 是 若 有 一 个 解析 两 数 如 ce)， 使 4 sinz， 则 
有 (2 = sin z, 

解 ， 因为 函数 sins 与 五 (人 都 是 解 诉 函 数 , 且 在 实 轴 下 部 
等 于 sinz, 因此 相等 ， 实 轴 上 任意 一 点 都 是 其 解析 性 区 域 中 
的 刻 吉 点 ， 由 此 根据 定理 4 的 推 沦 1， 五 (z) 与 sinz 在 解析 性 
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诡 域 中 处 处 相等 . 

[ 例 天 】 用 唯一 性 定 恒 证 明 

Sin22z 十 ons3z 一 虐 . (29) 

解 : 因为 广 (2) 一 sin3z co0s3z 是 金平 打上 上 的 锰 术 函数 ， 
fat2) 二 1 也 是 全 平面 上 的 解 桥 中 数 ， 而 在 实 轴 上， 方 (z) 一 
Featz)。 由 此 应 用 定理 4 的 的 论 工 得 到 户 (2 三 户 ( 轨 ， 即 公式 
《329) 成 立 ， 

【 例 12】 用 唯一 性 定理 求证 数 (十 2) 在 43=0 处 的 泰 
寺 级 数 . 

解 ， 己 知 

in 二 + 四 -In|1 二 | 十 arg(+ 一 和 2， 

其 中 一 让 <arg( 工 -2 -<r, 
因此 它 在 |z| < 工 中 解析 。 

此 外 ,在 微 积分 学 中 ,我 们 知道 , 当 一 <<<1 时 ,有 


Ea we | NR 1 
In(i+e)- 袜 上 -人 一 


现在 将 上 面 级 数 中 的 x 换 为 z, 考 虚 级 数 

S (1) 

fer 加 才 ' 江 
利用 它 在 *=z<I 处 收敛 ,应 用 阿 员 尔 第 一 定理 及 上 节 的 定 
理 车 , 它 必 在 | 下 < 内 闭 一 第 收 钱 ,上 且 凌 和 隐 数 请 (是 |2: 一 
工 中 的 解析 西数 ， 所 以 (xz) 一 (1 十 志 ， 

蕊 知 世人 1 十 切 当 2 和 时 也 是 Inl+2, 因 此 应 用 堆 一 
性 定 亚 (定理 和 的 推论 1) 得 到 :在 |zj -< 中 三 (=sln(Lr2z)， 
出 此 得 到 

ln{lt-z) = 2 = 


电 这 样 的 方法 可 以 看 遇 ， 很 多 微 积分 学 中 的 一 些 初 等 汕 
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数 的 展开 式 部 可 以 失 广 到 复数 域 中 来 . 

症 定 理 4 的 证 明 中 ,曾经 引进 解析 函数 以 z=%o 六 其 Pp 级 
零点 的 概念 。 这 个 概念 也 是 很 重要 的 , 它 是 多 项 式 重 根 的 概 
念 的 推广 . 

【 例 18】 求 sn2 一 工 的 全 部 零点 ， 才 指出 它 伯 是 几 级 零 
版 ? 

解 : 由 sinz 一 1==0 得 到 

全 和 tl 即 622 一 Dipte 一 [=--0. 
由 此 得 到 (ee—t)2—0. 
因而 kz 一 站 2 可 二 2k C0, 41, 1). 
这 就 是 snz 一 工 的 全 部 零点 . 
显然 ， (sinz)’” 


COS% 


1 #8= 轩 +2kw 和 3= 生 +28 =0; 


(cogg)’ 


1 
nl 1 -一 一 
MI |a— +2ker 1¥0. 


w= +2kz 


由 此 从 定义 知道 : ?= 可 十 28z 《% 一 0， 士 1， 士 2，…) 才 是 通 数 
Sinz 一 4 的 二 级 近 点 . 


习 题 4:2 
1. 求 ts 的 全 部 等 点 ,并 沸 蜡 它们 是 几 级 零点 ? 
2，( 弛 及 ?= (2 全】 以 s=0 为 几 级 等 点? 
3、 把 函数 f(z) ~ 
指出 它们 的 收 敏 半径 . 
4， 招 下 列 函 许 展 开 为 富 级 数 , 并 求 其 收 俩 半径 


分 别 展 开 为 z 的 窒 级 数 及 :一 1 的 赛 级 数 ， 并 
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Gr 


了 0、 


11. 
12. 


CD -ry 在 s=0 站 ; (2) 二 在 一 2 处 ; 
(3) vz 二 i 在 4= 人 好， 
.将 下 列 函数 在 ?二 0 处 展开 为 震级 数 , 只 要 前 面 四 项 ， 闪 求 其 收敛 半 
径 : 
(01) 红 纪 (2) sin T (3) In(l4e). 
求 下 列 消 数 在 2 一 0 处 的 共 补 级 数 : 
(3) ch?z. 


.用 刘 维尔 定 建 证明 代数 基本 定理 . 
- 设 荡 数 f(2#) 磊 区域 6 内 解析 ,Fe] 尘 常 数 ， 试 证 : 在 任意 一 条 包括 


其 内 部 属于 区 域 G 的 闭 曲线 内 的 点 了 (8) = 一 4 只 有 有 限 个 报 , 其 !R 筷 
是 任意 复数 . 4 
判断 是 次 看 在 在 #==0 姓 的 解 桥 活 数 8)， 在 点 加 一 -~ 了 处 到 下 列 的 


] 
(1) 0, 1, 0, 可 3 到 家 
2 

(2) 1, 匠 ” 可 ”各 

i ee Pe 
(3) 27 2 47 J 站 
试 举 一 例 , 说 蚂 匡 数 了 (8) 在 某 个 区 域内 和 解析 且 有 无 穷 多 个 等 点 ;但 
了 (#8) 寺 0). 
用 除 一 性 定 否 只 si z 的 短 级 数 展 开 式 来 得 天 sin a 的 展开 式 . 
试 证 : 对 任意 药 个 复 儿 如 及 32, 有 


COs(21 二 ge) 二 Cs 21 C08 Zo BIN z1° Bi cgs 


Sin(g11-8o) -一 Sin 1'C08 52 CO3 人 Sin sa 


(用 准 一 性 定理 》. 
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第 三 节 解析 函数 的 罗 朗 展开 式 

全 ,1 环 内 解析 函数 的 罗 庚 展开 

从 上 一 节 中 我 们 看 到 ， 阅 内 的 解析 函数 可 以 在 加 内 展开 
为 泰勒 级 数 .。 但 是 如 果 商 数 了 (2) 在 = 不 解析 , 而 在 2 二 和 
的 邻 域 中 的 其 他 点 上 都 解析, 则 就 不 一 定 能 够 在 z=xo 处 展开 
为 泰勒 级 数 了 .但 这 种 函数 在 很 多 理论 及 实际 问题 中 却 是 党 
常会 遇 到 的 ， 因 此 ,我们 和 然 要 阅 : 能 符 还 有 其 他 方法 把 一 个 
以 z=。 为 中 心 的 加 环 肉 的 解析 沙 数 表示 为 某 种 另外 的 简单 
形状 的 级 数 呢 ? 看 下 商 的 例 . 


( 例 函数 1) 一 -057 在 <~0 以 及 :一 1 部 森 角 


析 , 但 在 图 环 0<|z|<1 及 0<|z 一 1|<i 内 是 解析 的 ， 求 其 
在 这 现 个 圆 环 中 的 最 简单 形状 的 展开 式 . 
解 ， 先 研究 在 圆 环 0< jz| < 工 内 的 情况 : 这 样 有 
1 1 


JG = 之- -二 一 到 十 1 十 z 十 好 十 … 填 近 十 … [| 之 1 


由 此 看 出 (在 回环 0<|z| <1 中 是 可 以 展开 为 级 数 的 , 只 
是 除了 的 正 界 以 外 ,还 出 现 了 % 的 负 宕 . : 
再 考 I Ii<1 内 的 情况 ， 


了 一 2 (= sy) 
一 和 十 红 一 2 十 …- 上 (一 2)? 寺 :…) 


一 :二 
0< 1z—1i|<1, 
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鞭 吊 除了 2 一 二 的 正 略 以 计 , 记 出 现 了 3 一 的 负 和 局 ， 

由 此 可 推 锈 ， 在 辐 环 7 之 |z 一 6 < 内 的 解 折 通 黎 了 (3 
是 任 可 能 展开 为 2 一 zo 的 正 守 以 及 #- 涪 A 也 邵 
如 下 形式 的 级 数 呢 ? 

fF) = nH0) "+ cz 一 5] 于 00 
二 伍 (2 一 各 ) 十 二 (2 一 22) 十 …， 
为 此 ,我 们 首先 对 十 述 形状 的 级 数 作 -一 讨论 . 
定义 1 关于 级 数 


Yar(2— 0 (DD 
车 对 于 茶 一 点 *, 级 数 
C3 —l1 
一 200: 以 Yan 2—20)” 2) 
n= 上 用 二 一 co 


分 别 政 敏 , 将 它们 的 和 分 别 记 作 广 (2) 及 /a(:)， 刚 称 级 数 ‘ 了 D 
在 z 处 收 仇 , 记 其 和 为 广 (2) -fo(3); 否则 ， 就 称 级 数 ( 了 D 在 2 
处 发 散 . 

着 (当中 的 两 个 级 数 都 在 集合 百 上 收敛 , 则 称 (T) 在 全 合 
也 上 收效. 

若 信 中 的 两 个 级 数 都 在 集 全 五 上 绝对 收 丝 或 -一致 收 
人 敏 , 则 称 四 在 集合 召 上 续 对 收效 或 一 殖 站 笋 . 

已 知 级 数 (2) 中 的 第 一 个 级 数 的 收敛 区 域 基 一 个 国 
jz 一 so < 总 ,并 在 证 册 内 绝对 收敛 上 县 内 内 一 致 政 伍 对 下 (2) 
中 的 第 二 个 级 数 , 作 变换 5 一 各 一 二 后 ， 就 得 到 之 一 各 的 握 
级 数 , 由 此 看 出 , (中 中 第 二 个 级 数 的 收 合 区 域 是 国外 : 17 一 各 | 
> 且 在 此 区 域 中 也 是 绝对 收敛 月 四 逆 - -至 收 敏 ， 这 税 - 
来 ,着 r 二 已 则 级 数 (D 就 在 加 环 7. 1s 一 | 过 及 内 绝对 收敛 
且 内 闭 一 致 收敛 了 , 因而 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 , 它 的 和 


一 人 ?78 一 


就 是 此 图 环 中 的 解析 谢 数 。 
反 过 来 ,上 述 结论 的 逆 命 题 也 成 立 ， 这 有 下 而 的 定理 : 
定理 1 设 函 数 了 (9 在 环形 区 域 7 过 1x 一 各 | 志 及 内 解析 
Cr 这 0, 呈 过 co0)， 则 项 数 了 lz) 可 以 在 让 区 域内 叭 一 地 胜 开 
次 双边 的 无 穷 级 数 


(2) 一 > ,2—20)”, (3) 
其 中 
ts = 1 | fl2) ds (m=0, 土 ],， 土 2, *…), (4) 


Dr dn 《一 2 
而 工 为 任意 圆周 12 一 ?0 一 P, <p 及 , 
【证 】 在 此 仍然 用 柯 西 公式 来 证 明 这 个 定理 、 考 碟 两 个 
图 周 : 


1 一 2 一 pa 

fa, 人 -201 一 Da， 
其 中 < 过 pz 过 及 ( 风 图 42)， 对 
于 阅 环 pi 过 :2 一 加 | 之 ps 内 的 纤 一 点 
2 根据 上 -~ 章 中 的 柯 西 公式 ( 见 第 


三 章 第 四 节 定 理 1), 有 4 
We . 1 a 1 ( fg 
Ws 2m7 CE 2 ' Cg 2 
1 | A 1 { f(© 
ey tr, od. (5) 


首先 考虑 第 一 个 积分 : 用 在 上 一 节 中 证 明定 理工 的 方法 ， 
完全 类 似 地 可 得 到 


i 改 - 习 4 |* 一 oji<pa， (6) 


25r7 
鞭 中 


一 17 马 一 


| | JE) dr (wn:0,1, 2,..). 


Bre Jr, 证 一 ao 玉江 
现在 考虑 第 二 个 积分 ， 为 了 应 用 第 二 节 中 的 展开 式 (4)， 
注意 到 , 当 ] 一 6 一 pa 时 ，j 2 一 如 人 > 请 = 上 一 5, 玉 此 丰 


EP (7) 
rm) 
县 -和 |- ee 人 
应 用 第 二 节 中 的 公式 (4 ,由 上 面 的 (7) 就 得 到 
1 Pe Y1 a 一 加) (8) 


2 一 20 靖 “ 
目 在 | 一 a| 一 pr 上 一 致 收 伊 ， 这 样 一 来 ,以 -型 疗 乘 (8) 的 
两 边 , 并 利用 本 章 第 一 节 定理 4 中 的 2), 就 得 到 


2 KE (2 一 20)*” 


其 中 
B= FE orl, 2,), 
概 据 少 连 通 区 域 的 柯 西 定理 ( 见 第 三 章 第 .“ 节 定理 4). 对 
于 任意 一 个 贺 周 荆 ; 1z -| 一 p ?p<: 避 ,都 有 


Pie a 


Dod Jr, (Co—zo)" rl 


sl Ce 


Bi) FO C0) :de 


-| 0)" n=, 2, 1) (11) 


2zr7 


结合 (5) 、(6)、(9) 以 及 (10)、(11) 就 可 得 到 展开 式 人 @)， 其 中 


4 (n=0, 1, 2 “0); 
和 人 fa 一 1，…2，…)。 

内 而 & 就 有 积分 表示 式 (4)， 出 于 pi, ps 的 任意 性 ,之 pi 过 
Ds 过 BR, 因此 展开 式 人 (3) 在 7 之 1z2 一 加 | 一 总 内 成 立 , 根 据 前 而 的 

讨论 知 , 它 在 7 过 [2 一 二 刀 内 闭 一 致 收敛 . 
下 喇 证 明 展开 式 (3) 前 唯一 性 。 设 通 数 了 (?) 还 有 一 个 上 
并 式 WE 
f= 总 和- 一 am r<1s—ml < 天 (12) 
根据 前 面 的 讨论 ， 级 数 (12) 在 图 环 到 |: 一 机 天 内 部 内 闭 
一 致 收敛 . 现在 在 等 式 (12) 两 边 习 上 西数 3 ne 


其 中 和 为 任意 整数 ， 然 后 在 圆周 疡 : jz 一 2 =p, 7<p 近 只 上 
积分 根据 一 致 收敛 的 级 数 可 以 逐 项 积分 的 人 性质， 从 (12) 得 
到 


了 2 一 本 #11 
| (2— A) ti dz- > 6, ws) (2— 26) dt = bn. 


部 各 = cv (7 为 任意 整数 )、 展 并 式 (3) 的 唯一 性 得 到 证 明 .] 
蝴 开 式 (3) 称 为 画 数 F2 在 2=s 处 的 罗 闻 【Laurent 切 展 
开 式 ,或 称 罗 期 级 数 、 
从 上 男 的 讨 沦 ,使 我 们 还 可 知道 ,级 数 
ea (2 Zo)" = {2) C18) 
在 |z 一 加] 过 五 内 闭 -~- 致 收敛 , 自 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 推出 ， 
po{ 轨 是 1 一 加 | 一 吾 内 的 解析 通 数 同样 
ooG 一 ar" 下) (14) 
在 |2 一 入 | "内 财 一 致 收敛 ， 册 (2 是 jz 一 | > 了 内 的 解析 函 


— 1841 一 


数 ， 因 而 有 
f 2) = gl) + < |2—z0l < 
我 们 把 级 数 (18) 称 为 级 数 (3) 的 解析 部 分 ; 把 级 数 (14) 称 为 级 
数 (3) 的 主要 部 分 . 
【 例 2] 求 函 数 f(z) 一 -在 1<|:|<2 以 及 


2<]z| 必 十 co 上 的 罗 关 展开 式 . 
解 ， 对 于 在 1<|x|<2 上 ,有 


4 1 1 1 1 1 
re ee ee ei 人 
2 % 
l/s /ly 
二 
oo 本 了 
| 2"*t1 四 名 2 


-2) - 


= 


La SY 2 1 


根据 展开 的 难 一 性 ,它们 必 是 对 应 区 域 中 的 罗 间 展开 式 ， 

这 里 同一 个 函数 有 两 个 不 同 的 展开 式 ， 这 与 展开 式 的 办 
一 性 并 不 矛盾 ,因为 这 两 个 展开 式 是 对 不 同 的 疗 环 展开 的 , 而 
唯一 性 前 结论 只 是 对 同一 个 圆 环 展开 时 成 立 , 


3.2 解析 函数 在 无 穷 远 点 的 分 域 中 的 展开 


设 函 教 (2) 在 无 穷 远 点 的 邻 域 中 (除了 无 穷 远 点 以 外 )， 
即 f<<|s| 过 十 oo 中 解析 ,根据 本 节 定 理 1, 有 


一 1 和 2 一 


到 它 


/= Tom (riz|<<+o0) (15) 
一 ga{(2 十 由 (2). 

其 中 的 = 训 a2， 的 一 六 ew 
如 果 我 们 将 (15) 看 作 是 画 数 7(z) 在 无 穷 过 点 邻 域 中 的 展开 
式 ,那么 对 于 丽 数 p62) 及 中.(2)， 把 哪个 看 作 两 数 了 (2) (或 级 
数 (15)) 的 解析 部 分 ,把 哪个 看 作 /(2) 的 主要 部 分 呢 ? 

我 们 作 变 换 L ~ 二 ， 令 f( 户 ) = 了 了 (), 它 就 在 回环 0< 
几 1 < 十 内 解析 , 且 无 穷 泛 点 就 变 为 原点 了 .从 级 数 (15) 就 得 
到 

FOO- 轴 a 让 - 训 攻 + 加 m+, 

其 中 VOD- 忆 委 ，5(G- Sot. 


且 pz) h(E) -BC). 
由 此 , 朴 据 上 面 讨论 过 的 , 我们 应 该 把 画 (5) 看 作 五 (8) 的 解析 
部 分 ; 把 小 () 看 作 了 (5) 的 主要 部 分 ， 回 到 > 平面 时 ,就 应 该 
将 
无 穷 远 点 邻 霹 中 虹 开 的 解析 部 分 ; 将 p16 轨 一 一 即 展开 式 中 有 
正 宕 项 的 部 分 ,看 作 函 数 7(2) 在 无 穷 远 点 邻 域 中 展开 的 主要 
部 分 ， 显 然 有 

Him yn (2) -lim BE) 一 更 (0) =a0. 


习 题 4.3 
1， 求 下 列 浮 数 的 罗 其 展开 式 : 
一 16s 一 


ET 在 !g[> 宙 


I 
> i 在 8 二 | 。 
《 ) (82 十 下 (5 By7 i<=|s|<=2 及 |z >2: 


(8) -HL ,在 以 :为 中 心 的 回环 中 展开 ,并 指出 在 何 处 收 全 


(4) eT 在 1< |s|< oo 中 展开 , 只 要 三 项 负 震 ， 


二 a 
2. 把 隐 数 -saytz 一 5 展 成 罗 朗 级 数 ,其 中 al < | a. 如 痢 是 复 
数 ， 
(CD 0O=lal<|zl<|bl; (2) ]#l>1]5]). 


第 四 节 ” 狐 立 奇 点 的 分 类 及 其 性 质 


4.1 有 限 点 的 情况 

在 一 些 理论 或 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 一 些 画 数 , 它 在 基 
个 点 2 一 名 的 邻 域 中 除去 4 一 名 以 外 处 处 解析 ， 这 种 点 在 计算 
积分 及 计算 闭路 内 解析 函数 的 零点 的 个 数 等 问题 时 是 非常 有 
用 的 . 

定义 1 设 诈 数 了 (在 zm 处 不 可 微 (或 无 定义 ), 但 在 
这 个 点 的 某 一 个 邻 域 (除去 这 个 点 以 外 )8(zo): 0< |s 一 |<” 
工 是 解析 的 则 称 % 是 范 数 7(2) 的 儿 衬 奇 点 

[ 捕 1] 函数 -2 、- 广 、 时 都 以 z 一 0 为 其 白 立 奇 点 


求证 ， 


lim 二 (1) 
eR 

| (2) 
limes 不 存在 . 3) 


一 T84 一 


解 : 册 第 二 节 例 5 知道 ,对 任意 的 2 有 下 式 成 立 : 


加 人 机 【一 了 neart 
a tT 
因而 有 
i (—1)"2m | 
a OR 


(4) 
等 式 (4) 右边 的 级 数 显 然 在 全 平面 收敛 , 因此 它 表 东 一 个 全 平 
而 上 的 解析 函数 g(z), 显 然 有 

Hmg(z) =g(0) =1, 


一 lim (2 一 于 。 


天 而 


外 


极限 关系 式 (2) 是 也 然 直 总 的 
考 碟 (3) ,显然 有 


1 s 1 
lim ez= 十 cco， lim er-=0, 
0 


因此 不 存在 极限 lime:. 

我 们 再 考察 这 三 个 画 数 在 z=0 处 的 罗 妆 展开 式 ，-Sm 
的 罗 朗 展开 工 就 是 (人 D， 它 不 全 有 负 堆 项 ; 志 在 so 罗 
朗 展开 式 就 是 它 自己 , 它 只 含有 有 限 个 负 宇 而 ee 在 z=0 处 
的 罗 翩 展开 式 为 

I i 


四 一 1 二 十 -二 荆 er 一 一 一 下 


它 含有 无 穷 多 个 负 亡 项 . 

三 个 半数 在 z=0 处 的 三 种 极限 状态 正好 对 应 着 三 个 不 
同类 型 前 罗 训 展开 式 ， 我 们 在 下 面 娶 指出 ,这 个 现象 不 是 侦 
然 的 ， 


一 1 者 5 -~ 


1) 可 去 奇 点 ” 设 函 数 .2 以 2 一 2 为 扳 立 奇 点 , 且 
limf(z) 存在 . (5) 
风 称 2= 5 为 函数 Fo 的 可 去 奇 点 。 关于 可 去 奇 点 ， 有 下 述 
定理 : 
定理 1 使 2 一 2 是 函数 .Ffz) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 : 
在 f(%) 在 z=2 的 罗 朗 展开 式 ( 见 第 三 节 公 式 (3)) 中 , 全 部 
负 轿 项 的 系数 都 为 零 , 即 
gn=0 (n=1, 2, .), 
【证 】 充分 性 : 在 定理 的 条 件 下 , 有 
7GD = p20) = 袜 antz 一 20)". 
其 中 宁 级 数 就 在 某 个 圆 |: 一 aa1<7 内 收敛 ， 因 此 kz) 是 阿 
jz 一 az 之 7 内 的 解析 函数 ， 因 而 
lim f (2 =limgp(z) 一 go20) ~ ao. 
Iim f (2%) = 
则 任 给 s>0, 存在 数 5, 使 当 0 二 jz 一 加 | 过 8 (8 过 7) 时 ,就 有 
lf C2) —i| <a. 
由 此 得 到 | Fe) 1 StH 
这 乾 示 函数 .Fo) 在 0 一 iz 一 各 | 二 8 中 是 有 界 的 . 
人 | 1 (4—20)" "1dz, 
其 中 工 为 任意 一 个 困 革 :|z 一 | --p<<5， 出 此 从 上 上 碟 利 用 
积分 的 性 质 , 就 可 以 得 到 
工 
2 


as 


je 


Mor 12rp -= Ap (Wl1, 2, .1). 


一 486 一 


令 po->0, 就 得 到 Cc-=9 (n=1, 2 *…), 村 
从 上 商定 理 的 证 明 过 程 中 ,容易 着 出 下 述 定理 也 成 立 : 
定理 & 使 =? 为 沙 数 (2) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 : 
表 数 jc) 在 :一 2 的 某 个 除去 z=% 的 邻 域 中 是 有 界 的 . 
【 例 2】 考虑 函数 


SI 区 
2 0; 
zo-| 本 
2， 2=0. 


这 兮 函数 以 :一 0 为 它 的 孤立 奇 点 由 于 极限 关系 (1, 根据 定 
理工 知 ,2=0 是 它 的 可 去 奇 点 ， 如 果 我 们 定义 一 个 函数 为 


sinz 
-——， z 天 0 


49(2) = jn 
lim-S -1，z 一 0. 


则 这 个 郑 数 在 全 平面 上 就 处 处 等 于 由 ( 涩 式 中 的 级 数 所 确定 
的 全 平面 上 的 解析 函数 了 .， 所 以 ， 当 函数 (2) 在 z= 加 处 或 
老 没 有 定义 ,或 者 定义 得 "不 好 ”但 当 %= 因 是 它 的 可 去 奇 点 
时 , 只 要 我 们 重新 构造 一 个 函数 g(z), 使 它 在 ?=2z 处 取 关 2 
的 极限 值 , 而 站 共 他 地 方 与 A(z2) 完 全 相等 这样 的 函数 g(z》 
就 在 z= 和 加 解析 了 ,这 表示 已 将 奇 点 去 掉 了 ,因此 称 z=z 是 可 
去 奇 点 . 

3) 极点 设 辣 数 关 2) 以 > 一 加 为 扳 立 奇 点 : 著 

lim fi{) = co， (6) 

见 称 吉 是 函数 了) 的 极点 ， 丰 很 多 问题 中 , 经 常会 遇 到 栋 
点 ， 关 于 极点 , 有 下 述 定理 : 

定理 8 使 >=s 是 枚 数 ,jz2) 的 极点 的 充 要 条 件 是 ， 在 
5 在 3=2zo 的 罗 妆 展开 式 ( 旦 第 二 节 人 公式) 中 负 寡 项 的 
一 tef 一 


腔 数 ac-w(m = 二 2,…) 不 全 等 于 零 ,但 不 颖 于 零 的 4. 只 有 有 
女人 个 .， . 

…[【 证 】 充分 性 : 设 f(z?) 的 展开 式 ( 见 第 三 节 公 式 (3)) 中 
负 畸 项 的 系数 ec-* 人 ma 一 1 2，…) 不 全 为 堆 , 且 只 有 有 穷 个 不 
为 零 , 则 


f=p(%) + (2), ©) 

其 中 9(2) = DP ans—20)" 
在 z=% 的 邻 域 中 解析 ,而 站 

4 一 祠 一 Ty Ce-m* 0), (8) 
现在 证 明 Lim w$(2) = oo， 
事实 上 ， 加 
更 人 二 of 一 加 ) dee 20)" 

二 7 

由 此 得 到 Ti 人 2 lim gs yp -ht2) = 
因而 从 (7 得 到 


lim/f (2) -lim(p(% +Y()) ec， 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 有 出 到 
Jim gz) = pm0), 
根据 极点 的 定义 即 得 证 . 
必要 性 : 根据 定理 的 条 件 ， 由 极点 定义 中 的 (6) 式 知 , 必 
存在 一 个 较 环 0 志 |x 一 z|<8(8<)， 使 得 在 此 环 内 有 “. 


一 188 一 


[fC2) {>1, 


考 半 函 数 yg(2) = 7 了 77， 它 就 在 0 和 | 一 和 | < 内 解析 , 县 因为 


元 


lim 9(2) = Tim 7 


所 以 z= 加 是 9(2) 的 可 去 冰点 我 们 定义 8(2) 在 2 一 2 的 值 
就 是 鹤 . 因此, 从 93 的 罗 裔 展开 式 中 可 以 看 出 ， 它 没有 负 
条 项 , 即 


=0, 


9(2) 一 己 o(z 一 ao"， 0<<|x 一 20| <5, (9) 
而 知 级 数 所 雪 示 的 散 数 是 辐 |: 一 | < 的 解析 务 数 , 因此 
lim > qn(%—20)" —lim 9g(2) =0, 


即 m6 一 0, 这 样 一 来 , 等 式 两 边 的 函数 在 *=0 处 也 相等 , 因此 
9{(2) 就 在 圆 ,: 一 zl- 一 8 内 解析 了 . 
根据 g(20) 一 0 的 定义 , 设 2 一 2 是 9(2 的 各 级 零点 ,从 而 
8 (的 一 om 人 2 一 种 -Hansa(z 一 2) 二 
一 (2—Z0)™ wt 1220) + mral2— so) 二" 
= 2) 《rm 天 0 ， 《10) 
其 中 gu{) 就 是 12-…2ol < 中 的 解析 机 数 ， 上 用 gw) 一 am 天 0， 
起 全 的 语言 及 上 面 用 过 的 方法 可 以 证 明 , 必 丰 在 一 个 加 
一 2z0j < 人 1 所 6,，g1( 世 在 此 关内 不 等 于 零 。 因而 有 
I 1 1 
f= 有 Co gus) (2—a0)™ A 
0 工 12 一 加 | < (11) 


其 中 天 (2) 一刻 ), 它 就 是 ,2 一 wm| <8 中 鸭 解析 函数 ， 且 


1(%) 
.189 


二 
型 (= 一 -一 一 - 关 0 
《so) a) 尖 0. 
将 相 () 展 开 为 = 加 处 的 备 级 数 ,得 
M2= Bdsm)", d=M(0) #0. (12) 


将 (12) 代 入 (11) 以 后 就 得 到 阴 数 (2) 在 z= 各 处 的 罗 朋 展开 
式 
f (2) 一 Ty [一 Ca -i 和 
tnt dmtil2—20) 二 +… {do0). (13) 
由 (2) 就 着 油 ,f 了 (2) 的 罗 并 展开 式 中 的 负 窒 项 系数 不 全 次 零 ， 
旦 .不 为 零 的 仅 有 有 限 个 . 】 
定义 & 沙 函 数 zz2) 在 2z= 加 处 的 罗 关 展开 式 为 


大 (二 i ns Py tote 0) + 


且 &wn 天 0, 则 称 了 (以 z= 加 为 Ww 级 板 点 ， 

定理 入 知 为 秀 数 j2 的 各 级 极点 的 充 要 条 件 
是 : 函数 gC 一 在 补 上 z=a 时 9 人 一 0(9(zo) 一 D) 这 后 ， 
在 ?==zw 处 解析 , 旦 以 ?一 和 为 吧 级 零点 . 

必要 性 训 众 上面 的 定理 证 明 过 程 中 并 注意 等 式 (i0) 看 出 
来 ， 充 分 性 的 证 明 也 与 上 面 定理 中 充分 性 的 证 明 方 法 类 位 ， 
留 给 读者 委 马 证 明 . 

f 例 83】 丽 数 shz 一 -以 2 一 0 为 儿 级 零点 ? 丽 数 一: 
以 2 一 0 为 几 人 级 极点 ? 

1 


解 :显然 出 0= 一 3 一 0， 


Es 
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上 (ho 全 | -1 
因此 中: 以 z-0 为 一 级 零点 根据 上 面 的 定理 4 :一 0 该 是 


1 
证 的 一 级 极点 . 


【全 各” 函数 sec?z 以 z= 土台 十 bw (% 是 整数 ) 为 几 级 


极点 * 
解 ， 考 中 函数 cas??, 显然 


cost( 士 可 +hrr )~0, 


县 (cas?2) | 和 4 一 一 2ginz。cos2| za 了 hx 一 0， 
《cos? 习 ?ys 一 一 (sin2z) | a,x 


一 一 co8( 士 下 十 2her) 一 干 IO。 

因此 cos?z 以 2=0 为 二 级 零点 ， 枢 据 上 面 的 定理 4, 2=0 就 
是 za 一 seo?z 的 二 级 极点 . 

3) 本 性 柯 点 ” 设 羡 数 关 人 以 2=2o 为 它 的 扳 立 柯 点 ， 且 

lmy 不 存在 ， 

则 称 2 是 函数 rs) 的 本 性 厅 点 . 关于 本 性 奇 点 , 有 如 下 和 定 
理 : 上 

定理 二 使 z= 加 是 阔 数 (的 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 是 ; 
在 了 (3) 在 z=%% 前 罗 朗 展开 式 中 , 负 窒 项 的 系数 4_,(n -1 
2, …) 中 有 无 穷 多 个 不 为 零 , 

【证 】 必要 性 ; 假设 结论 不 对 .。 那么 负 思 项 的 系数 就 只 
有 有 限 个 不 为 零 ， 从 定理 工 及 定理 3 知 ，z 一 加 或 量子 (2 的 可 
去 奇 点 ,或 是 了 2) 的 极点 , 即 : 或 者 lm f 《2%) 存 在 ,或 者 lim ft%) 
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oo, 这 与 本 件 奇 点 的 定义 相 了 矛盾，， 
充分 性 ， 若 结论 不 对 , 即 * 一 aa 不 是 了 (的 本 性 奇 点 ， 那 
么 只 可 能 是 另外 两 种 情况 :> 一 s 或 是 可 类 奇 点 ,或 是 极点 . 从 
定理 1 及 定理 3 知道 ,在 这 两 种 情况 下 , 负 蜂 项 的 系数 至 多 有 
有 限 个 不 为 零 ， 这 与 充分 性 的 很 定 相 矛 后 ， 定 理 得 证 、 卫 
函数 在 本 性 奇 点 附近 的 性 质 是 很 复杂 的 . 
定理 8 设 :一 so 为 函数 Fe 的 本 性 奇 点 , 则 对 于 任 一 揽 
数 wo 及 性 意 的 之 0. 任意 7 守 0, 在 区 域 0 必 | 一 | < 中 必 
在 在 一 个 点 ,使得 
|f (2") — wol <e, 
这 定理 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 ， 由 这 定 更 
推出 : 在 任意 一 个 圆 环 0 一 1z 一 1 <<7 中 , 必 存 在 序列 {2s}, 使 
limf (2) = 内， (14) 
【证 ] 用 反 证 法 ， 假 设 定理 的 结论 不 对 。 那 么 就 存在 一 
个 复数 wi、 正 数 so>9 及 一 个 区 域 0<:1z 一 名 | 一 5。 使 得 对 此 
区 域 中 的 任何 点 ,有 下 式 成 立 : 
(2) — | 80, (15) 
构造 请 数 
PO a 
由 寺 不 等 式 (1] 醒 ， 丽 数 GO 在 0- 1; -ww0;… 训 十 解 析 ， 目 
1G(2) | < 根据 本 秆 定理 2 扒 知 ; 2…% 为 全 人 的 可 去 坷 


以 念 


(6) 


G(s0) = Jim G (2), 


上 面 已 经 讨论 过 , 此 时 通 数 GCz) 就 是 |z 一 so| <6; 内 的 解析 其 
数 ， 故 它 可 以 在 贺 |* 一 加 | < 各 内 良 开 为 震级 数 
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G0 = 20) "(ntanri(s—) + 
= 2—20) "2 (m0). 
其 中 Cam 天 0，》 (2) 一 am-Lam_ai 人 ez 一 2o) + 
也 是 |* 一 和 1< 一 8 中 的 解析 前 数 , 且 X(zo) 一 ao 党 0. 
现在 分 两 种 情况 讨论 : @ 加 一 0, 即 Go) =X(zo) 关 0, 则 


5 石 7 一 /的 一 0 就 在 z 一 和 处 解析 ， 这 与 “一 ie hs 
的 本 性 次 点 的 假设 相 矛 后; @ 若 加 >0, 则 由 定理 4, FE- 


jz) 一 就 以 z= 加 为 mm 级 极点 , 这 也 与 zw 是 了 2) 的 本 
性 奇 点 的 假设 相 了 矛盾 .因此 在 任何 情况 下 都 导致 尔 质 , 这 就 证 
明了 定理 . 了 

这 定理 说 明了 商 数 f(z) 在 本 性 奇 点 附近 的 性 质 是 很 复杂 
的 ,f(?) 在 本 性 奇 点 的 邻 域 中 所 取 的 值 可 以 任意 地 接近 任何 
a 1879 年， ne td 下 ER 


不 复数 近代 ,在 这 不 方面 还 有 许多 深 芭 的 研究 这 些 十 局 
于 函数 的 值 分 布 理论 的 范围 , 这 里 就 不 深入 讨论 了 
叉 . 乙 无 穷 远 点 的 情况 
设 函 数 7(z) 在 无 穷 远 点 邻 域 ?< jz| < +ee 中 钥 析 ， 作 
变换 5 一 十 今 几 去)--2(D， 册 于 = -2 对 应 着 一 包 窗 
PO) ~ BO hE), 


其 中 轴 
由 一 (17) 
n=] 所 nO 
而 4 vO 十 
f (2) = > Go2 一 六 Gn 十 > Ona2 (18) 
HN 三 一 本 二 一 人 二 1] 
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由 此 堵 出 : 函数 FC2) 的 展开 式 中 正 宕 项 的 系 煞 内 人 = 二 2.…) 
就 是 画 数 了 (6) 中 负 笃 项 的 系数 ， 这 样 , 对照 有 限 点 的 情况 ， 
我 们 可 以 研究 函数 在 无 穷 远 处 的 孤立 奇 点 的 分 类 . 

1) 可 去 奇 点 ” 设 丽 数 /为 在 ?<<|z|<< 十 co 内 解析 ， 且 

lm f() 存在 ， 

则 称 z= co 是 丁 数 (2) 的 可 去 坷 吉 ， 关于 这 种 可 去 奇 点 , 有 
下 述 定 再: 

定理 9 使 z=oo 是 函数 7(2) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 
是 : 展开 式 (18) 中 的 正 知 项 的 系数 全 为 零 , 即 4,=0 (mn 一 1, 2 
机 

【证 】 考虑 阔 数 (5) 一 /过 )， 容 易 看 出 : 两 数 .7 以 
z =co 为 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 王公 ) 以 5 -0 为 可 去 奇 点 . 
根据 定 更 开 (5) 以 一 0 为 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 75 在 
一 0 处 的 展开 式 (17) 中 ,全 部 负 宏 项 的 系数 都 为 零 , 即 cv-0 
(n=l, 2 】] 

类 似 于 定理 2, 有 

定理 8 便 z 一 co 为 函数 /Co) 的 可 去 奇 点 的 充 划 条 件 
是 :7 他 在 zco 的 邻 域 中 有 办 . 

定义 3 设 2=oo 是 函数 让 的 可 去 奇 点 ， 车 画 数 /9 
在 :一 oo 的 邻 域内 前 罗 妆 展开 式 (18) 中 的 系数 满足 

gn=0 n=0, 1, ,mo—1), a_m@* 0. 

则 称 2=oo 是 函数 /Go) 的 mm 级 军 点 . 

{ 例 四 z=o0 为 函数 f 罗 一 去 十 当 的 一 级 零点 . 

2) 极点 设 函 数 f 四 在 +<<| 引 < 十 oo 中 解析 , 且 


lim, f (2) 一 ce。 
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出 称 z= co 是 函数 了 (的 权 点 ， 

定理 9 使 z=oo 为 两 数 jz) 的 极点 的 充 要 条 件 是 ; 它 
在 zoo 的 邻 域内 的 罗 训 展开 式 (18) 中 正 短 项 的 系数 es (n 一 
1 2,…) 不 会 为 零 ,但 只 有 有 限 多 个 不 为 稚 

[证 】 考 虞 郑 数 (OO 一 (这 )， 容 易 看 出 ， 丽 数 了 (以 
z=o0 为 极点 的 充 要 条 件 是 大 (&) 以 0 为 极点， 根据 定理 
3, 西数 太 (6) 以 一 0 为 极点 的 充 要 条 件 是 展开 式 (L7) 中 的 从 
罕 项 系数 utn 一 二 2, …) 不 全 为 零 ， 但 只 有 有 限 个 不 为 零 . 】 

定义 4 设 2=oo 为 函数 7 的 航 点 ， 若 两 数 J( 在 
z= co 的 邻 域 中 的 罗 朗 展开 式 (18) 的 系数 游 足 

GmA0, Ga=0 =m 二, i, ), 

则 称 2=oo 是 函数 Fe) 的 促 级 极点 、 

定理 10 :~oc 为 西数 (2) 的 如 级 极点 的 充 要 条 件 是 : 


画 数 了 以 2 oo 为 m 级 零点 . 


【证 】 考虑 两 数 C6) 一 失 字 )， 容易 看 出 ， 丽 数 /() 以 
2 一 co 为 其 m 级 极点 的 充 归 条 件 臣 : 函数 .如 以 5=0 为 其 
中 级 要 点 ， 概 据 定 下 4 丽 数 也 CC) 以 《一 0 为 和 n 级 极点 的 充 


要 条 件 是 ; 函数 - 7 以 = 人 0 沪 m 级 零点 , 测 这 等 价 于 五 
1 oo 六 十 
“3 6y -以 z 一 22 为 其 m 级 零点，】 


3) 本 性 奇 点 设 本 数 了 四 在 7 二 |z|< 十 ce 内 解析 ， 旦 
lm f(s) 不 存在 


则 称 2 二 oo 是 函数 大 2 的 本性 奇 点 。 
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定理 霸 使 z=oo 是 函数 7) 的 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 
是 它 在 z= ce 移 邻 域内 的 罗 朗 展开 式 (18) 中 的 正 容 项 系数 
au tw 二 1，2,…) 有 无 穷 多 个 不 为 零 . 

【证 】 因为 fo) 以 z= ce 为 其 孤立 奇 点 ， 而 孤立 咨 点 只 
可 能 有 可 去 奇 点 、 极 点 及 本 性 奇 点 三 类 ， 根据 定理 7 及 定理 
9, 前 两 类 扩 对 应 的 在 ?= co 邻 域内 前 罗 朗 展开 式 (18) 中 ,至 
多 只 有 有 穷 多 个 正 告 项 ， 因 此 后 一 种 情 况 必然 对 应 者 展开 式 
(18) 中 有 无 穷 多 个 正 窒 项 】 


习 题 4.4 
1. 人 点 是 邬 一 类 奇 和 点? 若是 极点 , 则 求 出 其 级 . 
3 了 
(De 人 (0 sine—cos3’ ~ 47 
{3) sin ‘Ir s=I 及 8 二 oo 
人 i, ss Fh, eb. 
2， 下 烈 各 本 数 有 哪些 奇 点 ? 是 什么 类 型 上 甬 奇 点? 
(1) etgs; 人》 In 2 一 
tt | 
0) srt’ SF 


3， 设 函数 1) 一 -于 5，(1) 时 此 点 是 天数 /2) 的 陡 疡 霖 点 ? 府 


于 何 种 类 型 ? ( 引 ) 求 出 者 数 了 (2 在 区 域 0< |zi 二 1 及 1s| >1 中 的 罗 
朗 展 开 式 . 
4- 证 明 本 节 定 理 4 的 充分 性 , 
5， 试 证 : 著 责 数 Fo) 在 全 平面 解析 , 则 (1) = ce 为 Fe) 的 可 去 订 点 的 
， 充 要 条 件 为 了 (#8) 于 常数 ; (2) z= 一 oo 为 了 (和 ) 的 坝 级 极点 的 充 要 条 御 
为 (8) 是 一 个 mw 次 多 项 式 ;(3) s= co 为 f(s) 的 本 性 奇 点 的 充 要 条 
件 是 :了 (#) 普 8 二 ~ 邻 域 的 罗 朗 展开 式 中 没有 人 负 罕 项 ,但 有 无 穷 多 个 
正 团 项 . a 2 
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第 五 节 ” 整 函 数 与 亚 纯 函 数 的 概念 与 性 质 


与 .1 整 函 教 的 慨 念 与 性 质 
定义 1 在 全 平面 上 解析 的 梢 数 为 束 函数 ， 
整 函 数 是 很 广泛 的 一 类 画 数 、 按 定义 ,多 项 式 是 整 隐 数 . 
2 0087 Sinz cehz shz 等 也 都 是 整 隐 数 . 
根据 本 章 第 二 节 定 理 1, 任意 一 个 整 孙 数 Fe) 可 以 在 全 
平面 上 展开 为 插 级 数 
f 0 = Bone, 上 
和 且 以 z= ee 为 其 孤立 奇 点 。， 这 围 可 分 为 三 种 情况 : 
1) 系数 o=0 人 = 上 2 此 时 产 2) 二 ce， 因 瑟 >= co 
是 画 数 /2) 的 可 去 奇 点 . 
2) 系数 6, 不 全 为 零 , 但 至 岁 只 有 有 限 个 不 为 零 。， 设 on 
是 不 为 零 的 系数 中 对 应 足 标 最 大 省 , m 这 1, 中 em 关 0, 伺 当 
NN 之 nn 于 ,0n 一 0。 此 时 斌 有 
f (2) 一 0 十 Ca2 t+- ~ Omg™, 
它 是 一 个 雪 次 多 项 式 ， 因 此 ,: 一 oo 就 是 函数 (四 的 宫 级 极 
点 , 它 在 2 一 22 处 的 主要 部 分 ( 兄 本 章 第 四 节 中 的 定义 ) 为 
O12 Cag | 
3) 系数 中 有 泡 穷 移 个 不 为 零 。 此 时 ， 整 函 数 .2) 称 
为 超越 整 函数 ， 而 z-= ce 是 它 的 本 性 育 点 ， 如 函数 


Ts 
El ”nn! 


也 可 以 从 so 时 函数 请 (%) 的 模 的 增长 情况 来 区 草 这 三 
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类 阔 数 .这 有 下 列 定理 ， 
定理 1 整 函数 ,Fo) 恒 为 常数 的 充 要 条 件 是 : j 2) 在 全 
平面 上 有 界 . 
【证 】 必要 性 是 显然 的 .充分 性 利用 刘 维 尔 定理 就 可 证 
得 ( 见 第 三 章 第 四 节 定 理 6). 了 
定理 2 整 函 数 是 多 项 式 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 串 区 膨 
五 m; |z| 二 民 n 个 十 oo, 使 得 
fC) 和 cz s€ERKn, (2) 
法 中 与 全 都 是 常数 ， 此外, 在 条 件 (2) 下 , 甘 数 了 (是 次 数 
不 超过 [四 的 多 项 式 . 
【证 】 必要 性 : 设 .Po 是 加 次 多 项 式 
f (2) = 060 十 012 十 … -1-Cm2" 
(oo 二 ， om 关 0。 (3) 


上 面 等 式 (3) 插 弛 中 的 函数 , 当 z->oc 时 , 趋向 于 en 基 0。 因 
此 , 存在 数 R, 当 ;2| 写 五 时 ,就 有 


国庆 全 二 


这 样 , 从 等 式 (8) 上 就 得 到 
[fF 1 <3)0n| zl", 1z|=E. 
这 就 证 明了 不 等 式 (2), 其 中 一 mn. 
充分 性 : 设 估计 式 (2) 成 立 ， 利 用 本 章 第 二 他 中 前 柯 西 不 
等 式 , 在 函数 2) 的 展开 式 ( 了 DD 中 ,其 系数 m 有 估计 


[ol < ME) =may FO, (4) 


将 不 等 式 (2) 代 入 (全 ,就 得 到 


losl oR (nl So), 
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六 此 当 9> [四 时 , 令 召 一 上 co 就 得 到 了 o 一 0， 这 样 ， 从 画 
数 了 C2) 的 展开 式 ( 了 ) 即 推出 , 它 至 多 是 一 个 [ 轨 次 多 项 式 . ] 

我 们 从 本 章 第 二 节 中 的 施 丽 兹 公式 知道 ， 一 个 解析 函数 
完全 可 以 由 它 的 实 部 决定 并 袁 示 沿 求 . 因此 可 以 设想 : 当 解 
析 沙 数 的 实 部 有 类 似 于 定理 1 或 定理 2 的 条 件 时 ， 也 应 该 有 
同 料 的 结论 .为 此 先 诈 明 下 而 一 个 定理 : 

定理 8 设 函 数 js) 一 2 站 十 nr 提 ，z 一 +6%9, 在 
12 一 如 内 解析 ， 且 对 基 个 ><< 吾 ,满足 


ur, DEU, EEO0, 2m]., {5) 
则 在 函数 7(2 的 泰勒 展开 式 人 ) 中 的 系数 oo 满足 
[oj < 2 (n=1, 2, +). (6) 
其 中 
-站 u(r, Oa. (7) 
不 等 式 ( 辐 是 森 西 不 等 式 的 类 似 . 


【证 】 考虑 函数 区 一 jz) =U 一 zw， i 外 的 索 
勤 展开 式 
Uf =U -od Ror, 


和 1 f(D 
2r4 | = 一 Ct at 
se sr [Ur, Divlr, D1le™ ay. (8 


另 一 方面 , 由 柯 西 定理 , 当 mi 时 ,就 有 
om [VFO 


27% 


—2(r, OD —ivlr, Ojo ae. 


2 
Zr Jo 
1 一 


将 上 式 两 边 取 共 罗 后 再 除 以 +”, 就 得 到 
i [Ur, +ivlr, Ole™ ag, (9) 


将 (8) 与 (9) 相 加 ,就 可 以 消 才 vr, 外 ,得 到 
二 -| FU -alr, 0)Je-m ad. 


AT 
因而 , 再 利用 条 件 (6) , 就 得 到 
开 NT 
je。 站 河和 0 [VU—u(r, 8) 1a9 
> 1 2 四 
-去 | [UD wy, 6)]dg 
-| lr, 0)a0 
[Me Tr? 
a a 


其 中 用 到 了 公式 (7).]】 
定理 4 设 函 数 衣 (2) 一 wr, 9) + 加 (r，0) (z=e 四 是 整 函 


数 , 则 
1) 若 存 在 一 - 囊 ?中 十 se 及 常数 上 ,使 得 
Urn DEU (0<I<27). (10) 
则 .Fo) 寺 常 数 . 
2) 若 存 在 一 串 7m? -| ce 及 正常 数 0,4, 使 得 
Wrm, DE (O02n). (11) 


则 产 汶 至 多 是 一 个 [次 多 项 式 . 
【证 】 先 证 1): 由 条 性 (10) , 根 拓 定理 3 ， 画 数 .大 2 的 泰 
鞠 展 开 式 人 中 的 系数 0 满足 
I 《加 一 上 ，2，…) 


令 zm> 十 oo 就 得 到 了 0, 一 0 一 1，2,…)， 因 此 了 (2) =0， 
60 ~ 


次 证 2); 由 条 件 (11)， 同 样 很 据 定 理 3, 曙 数 了 (2) 的 泰勒 
展开 式 (全 ) 中 的 系数 o 满足 
|e| < 0 1 


由 此 挫 出 , 当 w> [四 时 ， 令 7m-> 十 oc, 就 得 到 6 一 0, 因而 (2) 
圣 多 是 一 个 [四 次 多 项 式 ，]】 

设 

M(B) — max|f (2)|, (12) 

由 最 大 模 原 理 知道 , M(B) 是 一 个 单调 上 升 函 数 ( 见 第 三 章 习 
题 3.3 第 2 题 )， 用 通 数 K(CB) 可 以 刻 划 通 数 .Fe) 当 *>oo 
时 的 增长 性 、 这 有 下 面 定理， 

定理 攻 整 画 数 (2) 为 超越 整 函 数 的 充 要 条 件 是 : 


lim 下 8 (18) 


Rs+m ln 
【证 】 必要 性 ”上 用 反 证 : 若 (13) 不 成 立 ， BE Lim ne 
-一 +o0, 则 从 下 极限 的 定义 知 ( 见 第 四 章 第 一 闻 》 任 给 


0, 存在 一 串 Raf-+-o0, 使 得 Ra 充分 大 时 ,有 me, 
十 By 即 


pa 
Tn 


< 


(有 二 加 人 

这 就 满足 了 定理 2 中 的 条 件 -- 一 不 等 式 (2)， 其 中 心 =a+a. 
应 用 定理 2 即 挫 出 : 两 数 了 (是 一 个 次 数 至 多 为 [ge 十 e] 的 多 
项 式 、 这 与 它 是 超越 整 函 数 的 假设 相 蔬 后. 

充分 性 ”用 反 证 ， 若 通 数 不 是 超越 整 贡 数 ， 则 它 必 是 一 
个 多 项 式 , 设 其 次 数 为 m， 从 证 明定 理 2 的 必要 性 部 分 看 名， 
看 在 数 6 与 B, 当 |zj 宇 时 ,有 |f C210]z|”", 邑 
J MR)SeB", 
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出 此 推出 Tn Em. 


f+ 1 
这 襄 与 条 件 一 一 等 式 (1) 相 牙 盾 ， 因 此 了 (四 必 是 超越 整 函 
数 . 】 


操 . 乙 ” 亚 纯 函数 的 概念 与 性 质 


定义 8 设 函 数 As) 在 区 域 万 内 除了 极点 外 都 解析 ， 则 
称 它 是 区 域 DD 内 的 亚 绝 函数 ; 若 了 2) 在 全 平面 上 除了 极点 外 
都 解析 , 则 称 它 是 全 平面 土 的 亚 纯 函 娄 , 简 称 亚 绝 函数 . 

显然 ,所 有 的 有 理 函 数 都 是 亚 纯 函 数 , 它们 在 全 平面 上 只 
有 有 限 个 极点 . 从 有 理 立 数 的 分 子 一 mn 次 多 项 式 及 分 母 
一 一 m 次 多 项 式 可 以 看 出 : 若 w>m, 则 2 二 oo 是 这 个 有 理 函 
数 的 nm 一 加 级 极点 ; 着 mss9z， 则 3?=co 是 它 的 吧 一 级 办 
点 . 

亚 纯 函数 的 例子 是 很 多 的 ， 在 大 量 理 论 与 实际 条 题 中 所 
直到 的 亚 纯 函数 为 非 有 理 函 数 的 亚 纯 卫 数 . 

【 例 1】 otgz- 是 亚 纯 函 数 . 

解 ， 四 为 sinz 有 ee 2 一 kw( 上 是 整数 ), 且 分 子 cosz 
在 这 些 点 土 取信 不 为 汪 ， 贞 此 根 绒 亦 章 第 四 节 中 讲 到 的 零点 
与 极点 的 关系 定 则 4 知道 ，c 志 2 一 cosz 一 也 以 2 一 kzr 为 
其 一 级 极点 ， 因 此 ctgz 是 亚 纯 沽 数 . 

【的 2】 -二 二 -是 亚 纯 函数 ， 其 极点 为 = 2kmi(t 关 0 整 
数 ). 

解 ， 容 描 诞 明 外 一 1 以 2=2hmi 为 -一 级 零点 小 是 整数 )， 
事实 了, 这 出手 (e°—1)’ | ggrs = sort=1#0 而 得 到 ， 二 
— 20g 一 


此 , 同 祥 根据 本 音 第 四 节 定理 4 知道 , 函数 -了 以 2=2kmt 
为 一 级 极点 ,其 中 尼 关 0， 妆 二 即 % 一 0， 由 平分 子 也 以 


2 一 0 为 一 级 零点 ,因此 :一 0 是 一 的 可 去 奇 点 , 我 们 就 可 
以 认为 它 在 * 一 
2 一 2karz (0 蒋 数 )， 

这 两 个 例子 中 的 平 彝 溺 数 都 有 无 穷 多 个 根 点 , 且 *=-oo 
是 根 点 的 极限 点 ,因此 z=oo 不 是 孤立 奇 点 ， 如 果 一 个 亚 纯 
函数 .六 2 在 企 平面 圭 有 无 穷 多 个 航 点 ， 则 这 些 极点 只 可 能 以 
2 co 为 活 聚 点 ， 事 实 上 ,在 相反 的 情况 下 ,， 若 有 一 个 凝聚 点 
& 半 00, 则 z=& 底 是 极限 的 极限 点 , 因此 不 是 孤 休 奇 点 ， 这 与 
多 个 极 氮 ， 且 = co 也 是 级 点 或 可 去 奇 点 ， 则 有 十 面 的 定 
理 : 

定理 6 落 亚 纯 冰 数 /2) 在 扩充 平面 上 除了 极点 以 外 都 
解析 , 则 它 必 是 有 理 商 数 . 

【证 】 根据 上 而 的 分 析 ， 亚 纯 苑 数 在 平面 上 只 有 有 有限 个 
极点 2 其 级 为 ms 一 1 2 引 ， 设 .六 2 在 2 一 下 处 的 罗 
朗 诬 开 式 中 的 主要 部 分 为 


TS Se jr a #0 GG=1, 2 ). (14) 


这 样 ， 阴 数 六 一 一 上 ( 妨 二 (四 就 是 了 ) 在 z= 如 媒 岁 关 民 开 
式 中 的 解析 部 分 ， 若 补充 定义 
wi(0) = lim[ fb] 全 一 二 2,.%, 8), 
则 耳 数 (2 一 出 (3) = :也 说 在 zB 好 解析. 
此 外 ,由 于 定理 的 条 件 , x=oo 是 函数 让) 的 极点 或 可 去 
一 2983 一 


二 是 亚 纯 函 数 , 其 极点 在 


奇 点 ， 因 此 .Fo 在 2= oo 邻 域 中 的 罗 朗 展开 式 中 的 主要 部 分 
为 多 项 式 


B12) 一 > 2 
这 样 (2) 一 太 ( 一 12) 是 其 解析 部 分 ,因此 >=o0 是 页 (2 
的 可 去 疝 点 ,显然 lim 妇 : 存 在 ， 此 外 ,由 (17) 也 知道 


lim 加 (人 -0 GG=1, 2,.., s), 
$00 


现在 考虑 通 数 妃 () -7 一 阅 册 人 一 本 @。 根据 上 
而 的 讨论 , 它 在 全 平面 上 解析 , 旧 
lim (9 = limf (2) — > wi(8) — B18) 
一 lim 1) 存在 
由 此 看 出 也 (z) 是 一 个 有 界 整 着 数 ， 应 用 第 三 章 中 的 刘 维尔 
定理 知 :五 (2) 三 常数 ,因此 
f=- Th +DE) + 
就 是 一 个 有 理 函 数 ，] 


习 题 4'S 


1. 设 整 冰 数 疙 = 满足 Ref (2) :0, 求证 (2) 三 常数 ， 
3. 试用 第 二 节 中 前 施 笛 兹 公 式 证 明定 理 3 


第 四 童 小 结 


,引进 了 复 孙 数 项 级 数 的 收敛 、 绝 对 收敛 及 一 致 收 化 的 
梳 念 ; 柯 西 准则 ; 判别 级 数 一 施 收敛 的 充分 条 件 ; 一 致 收敛 级 
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数 的 三 个 重要 性 质 以 及 赛 级 数 的 概念 及 其 人 性质 ， 这些 概念 及 
性 质 与 实 范 数 中 相应 的 概念 及 性 质 有 很 多 类 似 之 处 ， 但 是 也 
有 一 冠 的 差别 ， 线 数 与 积分 一 : 样 也 是 研究 解析 臣 数 的 一 个 重 
要 工具 . 

2. 国内 的 解析 通 数 可 以 在 此 隔 内 晨 开 为 祝 级 数 , 即 称 秦 
勤 级 数 展开 式 , 且 这 个 展开 式 是 唯 -- 的 ,这 是 解析 画 数 的 一 个 
重要 性 质 ， 在 这 个 展开 式 中 ， 其 展开 系数 可 以 用 展开 函数 的 
积分 表示 ， 和 由 此 利用 导数 的 柯 西 不 给 式 本 以 得 到 系数 的 信 计 
式 , 即 系数 的 柯 西 不 等 式 , 这 个 佑 计 式 与 函数 解析 的 圆 的 大 小 
有 和 铬 切 的 关系 . 

利用 解析 函数 的 罕 级 数 展 玫 式 及 窜 级 数 的 性 质 给 出 于 解 
析 孙 数 男 一 个 等 价 的 定义 . 

给 出 了 五 个 初等 解析 限 数 (sins, cosz, tn (1 下 罗 ， 
(+ 人 "等 ) 在 2 一 0 处 的 泰勒 展开 式 . 

3. 利用 解析 函数 的 车 级 数 展开 可 以 得到 加 内 调和 函数 
被 其 对 应 的 解析 函数 在 加 周 上 的 值 进行 积分 表示 的 施 瓦 效 公 
式 以 及 被 其 在 圆 局 上 的 值 进行 积分 表示 的 波 阿 挫 公 式 ， 中 外 
还 得 到 了 解析 函数 的 崔 -' 性 定理 及 零点 的 台 立 性 定理 ， 这 些 
se dd nia 

， 给 绸 了 园 环 内 解析 所 数 的 罗 朗 展开 式 ,在 这 个 展 疗 式 
Ri 因此 这 是 泰 转 展开 式 的 维 
上 

5 利用 罗 朗 展 间 式 ,将 解析 踢 数 的 缴 江 奇 点 分 成 二 类 ， 
可 去 奇 点 .极点 及 本 性 奇 点 。 此 外 ,无穷 远 点 作为 孤立 奇 点 专 
可 分 为 这 三 类 .这 些 结果 在 饰 究 解 术 函 数 在 坷 点 附近 的 性 质 
ee 一些 理论 问题 与 定 积分 的 计算 中 都 有 重要 的 应 用 . 

3. 整 丽 数 可 以 按 其 在 无 穷 过 点 的 罗 衣 展开 式 分 成 三 类 ， 
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也 可 坟 由 其 在 图 周 上 的 模 当 半径 趋向 于 无 穷 时 的 性 态 来 分 
类 .， 亚 纯 函 数 在 扩充 平面 上 除了 极点 外 , 解析 者 必 是 有 理 函 


数 , 反 之 亦 然 . 
第 外 章 复习 讨论 题 
1. 试 说 明 级 数 收敛 、 绝 对 收敛 、- 至 收 贫 、 内 闭 一 致 收敛 等 概念 之 闻 


*6. 


的 和 异同， 能 将 对 下 列 情况 举 出 -… 侈 ? 

《1L》 收 伍 但 不 绝对 族 伍 ; (3 收 伊 但 不 一 致 收 敛 ;《3) 区 域内 闭 一 臻 
收 敏 僵 不 一 致 收 贫 ; 《和 绝对 收敛 但 不 收 伍 ; (多 区 域内 一 致 收 
鱼 但 不 内 闭 一 煞 收 敛 ， 


. 试 就 下 列 三 种 情况 举例 说 明 ， 徊 级 数 在 政 笋 司 冉 上 的 收 化 性 外 以 


是 多 种 多 样 的 . 
C1) 亲政 化 圆周 上 点 点 收敛 ; (3 本 收 敦 贺 同上 已 点 发 散 ; 《3) 企 收 


钱 贺 绸 上 有 点 收 仇 ,也 有 点 发 散 . 


，、 条 级 数 的 收敛 性 定 翌 是 怎样 的 ? 它 征 研究 宕 级 数 的 收 侣 入 区 域 时 


起 什么 作用 ? 


。 试 直接 证 明 蛙 级 数 在 其 收敛 圆 内 可 以 逐 焉 求 导数 ， 
. 设 畦 级 数 区 um 的 系数 an>0 且 单 调 下 降 并 趋向 于 等 、 斌 证: 


GD 它 的 收敛 半径 为 E> 二 
(2) 营 BR=1, 则 在 收敛 加 周 1s| 一 工 上 ,对 多 除 具 s 一 工 以 外 , 在 其 
化 点 上 都 政 伊 . 
斌 证 蝴 何 贝尔 第 二 定理 ， 车 香 级 数 蕊 wz" 在 收敛 园 闻 土 的 一 点 
3 一 和 2 上 收敛 ,其 和 为 4 车 
tf 


论 前 下 1 只 全 二 和 


、 试 术 解 打 闻 数 的 生 个 生 价 的 窟 义 ， 
.将 解析 隔 数 展开 为 厅 蔓 级 猴 及 罗 并 级 孝 的 主 明 的 关键 昨 什 么 ? 


9， 设 函数 (2) 耕 单 迹 通 这 加 了 履 内 解析 ， 在 如 内 是 否 存 在 一 , 以 , 使得 
~ 一 全 0 和 一 


0, 


11. 


17. 


国 数 .Fe 在 此 内 展 对 为 宪 级 数 时 , 其 收效 区 沽 正好 是 区 战 D? 
求 了 下 麟 函数 在 指定 点 处 的 奇 点 特 履 : 


(1) eos 1, #0); (3 sig 时 8 一 coj 
(3) sue -二 4 一 上 {4) ctgs, 5 

Ea 2—1 
{5) i ge—=0s (6)》 jn Tc 


G) MiG, so. 
求 下 有 丈 函数 的 侈 部 不 解析 的 点 ， 于 哪 一 种 类 型 的 次 点 人 


CH) Ls; (2) [二 到 

(9) ti (4) se 

加 -二 -二 (0) tge; 

(7) cig :一 二; 8) 三 si 二: 

(9) e-: eos 1 《10) sin (5 
3 一 


. 设 还 数 放 (2) 二 fa( 四 孝 以 z=80 为 法 孤立 将 点， 亲 函 数 广 (3) 十 


f2() 隐 孤立 寂 点 有 从 什么 类 型 ? 试 分 别 举 罚 说 明之 ， 


， 试验 证 8 及 sins 内 有 有 融 尔 斯 等 拉 斯 定理 中 所 述 的 性 质 . 


东 解 析 蚂 数 的 零点 站 是 所 六 的 ,那么 它 是 否 一 定 是 常数 ? 


， 和 什么 内 散 唯一 性 定理 ? 斌 举例 说 明 它 的 用 处 ， 
， 试 利用 实 变 东 数 如 ,sinhw, e098 如 (1-40)* (为 实数 ) 在 原点 的 素 
翘 级 数 直 护 香 到 复 变 明 数 er sinz, cosz + 在 原点 的 大 勒 


级 煞 . 
设 曾 数 了 (#2) 在 图 1s| 三 访 内 名 析 ， 试 证 ; 对 件 意 购 用 有 


| 电网 If (rar) rar d= SH nlan, | EY, 
DJo Rl 
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13, 


19, 


20. 


21. 
32， 


其 中 j= 
求 下列 函 数 在 ?=0 的 罗 朗 展开 式 由 的 三 项 正轨 及 三 项 众 宕 : 


WD 一 二 本 二 
b— Ei 
解析 函数 的 零点 与 极点 是 如 何 定义 的 ? 它们 与 多 项 式 中 的 根 及 矿 
理 函 数 中 分 母 为 过 的 点 有 什么 关系 ? 
设 冰 数 方 (2 与 疡 (的 分别 以 =0 为 甘 4 级 极点 及 加 级 极点 , 门下 
列 函 数 在 *=0 处 是 什么 奇 点 ? 
CD 户 Co +f ae); C2) Face) face); 
71C8) 
《3) fals) 
什么 岂 孤 立 窗 点 ?孤立 奇 点 可 分 几 类 9 法 村 每 一 类 各 举 一 例 . 
s 一 0 是 下 列 四 个 函数 的 什么 狂 质 的 珀 立 奇 点 ? 


Sinz， 2Z 去 人 
1 


GD (=| 和 


Smne， 习习 
的 wf 


oo 
J 


1 

Sin - - 2 于 0 
(4) | In 2 去 性. 
1 z—0, 


» 


in， 2 和 人 0， 
(3) fez) -| 人 
小 =:0; 


如何 应 用 函数 的 罗 妆 民 开 式 来 对 观 数 的 白 立 间 点 进行 分 类 ? 
.还 数 颂 (2) 民 8 一 5 为 本 性 而 市, C8) 以 z 一 80 为 沽 立 窗 点 , 癌 5 一 


名 是 图 狐 广 汪 fs2 的 什么 和 性 还 的 月 点 * 


， 真 接 空 月 长 数 关 人 在 ?= ww 处 的 网 调 展开 式 人 8) 来 证 是 本 竞 第 提 


节 的 定理 7、 定理 9 定理 11, 


3 设计 是 盆 铸 ， 试 证 : 


1 += 
Pe i 的 
VE 


其 中 Jo 二 滞 次 多 项 式 , 几 满 下 
{ut+1)parite) 一 《22 二 1)2Ppnts + rp) =0. 


一 总 PlDm 两 边 对 s 求 导数 后 ,号 边 屁 


2 1 
[提示 : 将 <7 了 5 


2 十 如 


上 Vi-223+s%, 下 比较 两 达 的 系数 扼 得 . ] 
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1 


EE 


全 ， 什 么 则 做 整 六 数 ? 它 可 以 分 成 用 类 ?每 一 类 有 名 些 性 质 4 
“28， 试 证 明 , 若 冰 数 有 ) 是 整 函 数 ,和 且 不 全 平面 .上 没有 和 零点; 旭 存在 
一 个 整 函数 9(2), 使 得 了 P(x) = 一 er 


[ 担 坟 ， 才 奸 函数 M2) = -所 全 如 及 员 (9 = seo， 证 明 
a MN 
竺 (分 )=0 .| 
29, i 了 (8) 的 全 部 极点 为 a. 《1<i<m), 且 郑 不 是 整数 . 设 


闭 曲 线 序 列 为 {cn}, 后 一 个 的 内 部 包含 前 一 个 ,月 当 4 完 分 大 时 ， 
可 以 包 有 任意 的 图 |z| <B. 项 


Lm 7 tg a 2 ds =0, 


NA 


则 f=” SD Res CFCe)otg rs). 
30、 求 下 列 级 数 的 和 ; 
1 | 
1) rr (a 不 是 整数 ); 


Da 1 
(9) 2 arp 
31， 在 第 29 题 的 条 件 下 , 若 
liimn I f(a) {z=0, 


yr do ‘Sin ms 
六 nrpy 一 一 (2) 
求证” ,站 (DCD= -= 名 Bes (二 人 小 
32, TI 


GD 东 基于 ta 不 是 赂 个) 
人 基 - 


Bt 


(9) 六 (<b a 不 是 整数 ), 
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留 数理 论 及 其 应 用 


这 一 章 中 继续 介绍 复 变 承 数 积分 的 一 些 应 用 .这 里 要 引 
进 一 个 重要 概念 , 即 留 数 的 概念 , 它 与 解析 函数 在 孤立 奇 点 处 
的 罗 朗 展开 式 有 密切 的 关系 ， 应 用 贸 数 的 定理 就 可 以 比较 容 
昂 弛 计 算 一 些 实 函 数 中 蕉 积分 ， 这 些 积分 中 的 一 部 分 , 过 去 
在 实 函数 中 用 含 参 棕 景 的 积分 法 也 计算 过 ， 但 是 计 答 比较 复 
杂 . 这 里 将 用 统一 的 方法 来 处 再， 此 外 ,应 用 留 数 定理 , 还 可 
以 计算 区 域内 函数 的 零点 及 和 极点 的 个 数 ， 这 些 方 法 及 结果 在 
今后 的 一 些 理论 问题 及 实际 问题 中 也 有 重要 的 应 用 


第 一 节 ” 留 数 定理 及 留 数 的 求法 


1.1 留 数 的 概念 


定义 设 函数 .js 以 zx 一 zo 为 共 角 立 青 点 ,中 苑 数 了 (2) 
在 菏 个 号 环 0 过 |z 一 zoji <5 内 解析 设 C 是 任意 一 个 测 周 
jz 一 z| =p 达 6, 则 称 积分 


er OL 人 


为 函数 了 (%) 在 点 x 二 % 处 的 留 教 , 记 作 了 es f(z), 或 简单 地 记 


作 Res f(zo) R20)， 
我 们 从 第 三 章 中 的 村西 定理 知道 ， 用 这 样 方法 定义 的 贸 
数值 是 唯一 的 , 它 不 依赖 于 圆周 C 的 半径 . 
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取 芍 略 水 焰 


设 函 数 f(z) 在 z= 和 0 处 的 罗 朗 展开 式 为 
j 四- oem), 0-<[s 一 al<8， 
则 利用 这 个 级 数 在 圆 环 0 一 |z 一 和 | 一 8 上 内 闭 一 致 收 化 的 性 
质 ,特别 地 在 CO 上 一 致 收 化 ,就 可 以 闯 项 积分 , 由 此 得 到 
| fz)0%= ， | "dy, 
从 第 三 章 第 二 节 的 便 1 可 知道 ,上 而 等 式 右边 所 有 前 积分 ,只 
有 当 %= 一 1 时 才 等 于 2h, 而 当 %w 关 -1 时 ,积分 都 为 零 ， 由 
此 得 到 
Zs] fo 即 Resf() mo 全 
这 表 杀 双 数 /(z) 在 = 和 处 的 留 数 就 是 它 在 “=-z 处 罗 衣 展 
开 式 中 负 条 (*--so)-+ 的 系数 。 由 此 看 出 ， 攻 “= so 是 通 数 
/的 的 可 去 青 点 , 黄 Ros f(s) ~ 0 
定义 2 设 散 数 1(2) 在 光 穷 远 点 的 邻 域 7 二 |s| 一 十 co 
中 解析 . AR 
Res f (2) = 1 st) f (2)d2, 
其 中 积分 是 按 归 时 针 方 癌 流 阮 周 三 jz| = 再 > 进行 的 , 也 就 
是 在 荆 上 绕 行 一 网 时 ， 区 域 + 志 |z| 二 十 oe 总 是 保持 在 左 方 ， 
篇 记 为 (2)， 
同样 ,由 第 三 章 第 二 节 中 的 柯 西 定理 可 知 ，Ros f(z) 是 不 
依赖 子 图 用 万 中 的 半径 妨 ， 此外， 当 函 数 Ps) 在 ?<<| 引 < 
十 co 处 展开 为 罗 计 级 数 
f=— Tom 
后 , 同样 利用 逐 项 积分 的 方法 , 可 以 得 到 
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1 下 
pe OL 01 


Res f(2) = —o0-1, (8) 
A 因此 出 现 负 号 。 但 是 
SR 当 冰 数 以 z=o% 为 其 可 去 奇 点 时 ， 如 


Pe 


f (2) 一 一， ,其 贸 数 les f(z) 仍然 也 可 能 不 等 于 零 . 


ci 求 J(o)= 扎 在 ?~0 及 :一 co 处 的 图 数 . 
解 ， 显 然 有 


a 六 \ 
= (11 21! E 上 而 区 到 
gt 2 2 

Br 共 人 全 让 和 


根据 上 面 的 公式 (2) 及 G3) 得 到 
了 Res f (2) =1, Bes (so) = 一 


[ 例 2] 有 求 -2 在 sa 处 的 贸 数 . 
解 ， 显 然 


Sin2 _ sin(m—2)_ sn(s—) 
多 一 王 Z 一 多 &% 一 全 
EE 1 ( (2 一 Tm 
Ke we 3 
CD sm) |...) 
(2nt+1)! 


em) ,,, 
| 3! [ER "2 


了 


A 


Cesky 


一 人 一 


i. 多” 留 数 定理 


在 很 多 问题 中 往往 要 计算 函数 在 一 个 闭 有 曲线 上 的 积分 . 
车 在 此 闭 曲 线 内 部 , 男 数 除了 一 些 孤 立 奇 点 以 外 是 解析 的 , 则 
醋 以 将 澳 数 在 闭 覃 线 上 交 积 分 转化 为 计算 这 些 红 立 育 点 于 的 
留 数 ， 这 有 下 列 定 理 ， 

定理 1 设 函 数 (2) 在 区 域 DD 内 除了 有 限 个 弧 立 帝 点 
纪 ; 的 以 外 解析 号 设 CO 基 上 内 的 阿 曲 线 ， 其 内 部 也 
属于 也, 且 含有 全 部 汪 (Ts<Ysz2)， 出 
}de = Res fC). (4) 

【证 】 利用 第 三 章 中 的 多 连通 s1 
区 域 中 的 柯 西 定理 ， 以 国 数 72) 的 | 过 
每 一 个 孤立 奇 点 2=% 为 中 心 , 作 一 入 CU. 
个 小 贺 到 ;)， 使 得 这 些小 加 都 在 号 os 
内 , 且 互 不 相交 ,用 0; 记 作 小 图 五, 
的 边界 ( 见 图 5-1)， 应 用 柯 西 定理 
得 到 图 5-1 


二 | Oa sl HO Res fC). 


2 Jec 

其 中 最 后 一 个 等 式 是 根据 留 数 的 定义 得 到 . 定理 证 毕 . 】 

如 时 函数 f(z) 在 扩充 平面 上 只 有 有 限 个 孤立 奇 点 ， 则 
有 : 

定理 2 设 函数 f(2) 在 扩充 平面 上 除了 2% (1<i<n) 
及 ?= 一 ce 外 解析 , 则 

2) Res f(2) + Resf (2) =0. (5) 
【证 】 以 原点 为 中 心 作 大 贺 jz| 王妃 使 它 的 内 部 包 有 全 


一 了 1 全 -一 


人 | 


六 的 2 一 assis。、 则 出 定理 上 知道 
Er f(D= 总 Res f 0). 


2 ml， 
田 一 方面 , 由 定义 2 知道 


fs 1 = Re f0). 


2 ,3， 


比较 这 两 个 等 式 就 得 到 公式 (5)，] 
在 某 些 情况 下 , 应 用 这 个 定理 会 起 到 简化 计算 的 作用 。 
【 例 3】 求 


-二 dz 


DRE i -oz Bap 
马 仿 
0 


2 an (6) 
LU (z— 2k) 


由 此 被 积 函数 全 部 的 孤立 冰 点 为 &=3 代 入 is<50) 以 及 
“= co 由 此 应 用 定理 3， 得 到 


六 Res 7G)+Rea7G) =0. (7) 
比较 (6) 与 (7) 就 得 到 
A 
一 Res f(D) (8) 


最 然 , 应 用 柯 西 公式 得 到 ; 当 << 工 时 ,有 


了 一 


_ + dz 
Res 2) gn), I (2—28k) 
-| 二 
Dh ena (2—08) (2—2)..(2—96)(s—100) 
区 1 
(98—2) (98—4)..(98—06)(98~—100) 
一 上 
-gy 《9) 
4 Gz 
7) Bd). He 
-| de 
Bore lisi0ns (2—2) (2—4). (2— 905) (2—100) 
1 ed 、 
《100 一 2 人 7100 一 4) (100 一 由) 9811° 
此 外 , 当 | 寻 >100 时 ,有 
] 1 91 ，92 
f(2)= 5 5 i eh pn 
no 下 2k Fa 和 
Ge) 
因此 
Res f (2) =0, (11) 
这 样 一 来 ,将 (9)、《10) 及 (11) 代 入 (8) 后 ,就 得 到 
1 i IN .24, 1. 
IT--g61T(3 并 ) 49 9611" 


工艺 留 数 的 求法 


留 数 定 理 把 计算 闭 曲 线 上 的 积分 值 的 问题 转化 为 计算 各 
个 孤立 奇 点 上 画 数 的 留 数 的 问题 ， 即 计算 在 每 一 个 孤立 琳 点 
处 移 罗 遍 展 开 式 中 人 负 竹 一 次 项 的 系数 ， 但 在 一 般 博 况 下 , 这 


一 全 1 和 一 


种 计算 是 比较 繁 的 . 当 搜 芯 奇 点 是 极点 的 时 候 , 可 以 通过 导 
数 来 计算 贸 数 . 
定理 8 设 函 数 .Jo) 以 >， zo 为 n 级 极点 , 则 


本 [Ge :9)°f (2)] 
Bog J (0 a dx (12) 


【证 】 根据 本 定理 的 条 件 ， 由 第 四 章 第 四 节 中 的 定义 | 
知道 , 函数 f(z) 在 <=w% 处 的 罗 朗 展开 式 为 


Oe 8. 
f (2) A 和 


(2— 20)" 
村 Crks 一 知 儿 二， 
为 了 求 . 以 (% 一 z02” 汪汪 式 两 边 , 得 到 
(CS— R00)" (2) ~ On 0 a 3» 
-| Col2—z0) -1 Cry Ap) 十。 
右边 的 级 数 仍然 在 某 个 圆 环 0 二 1: 一 3 < 中 内 闭 一 至 收 二 
对 上 式 求 m% 一 工 级 导数 ， 利用 第 二 章 中 逐 项 求 导 数 的 魏 尔 斯 特 
拉 斯 第 一 定理 , 得 到 
ss)"f (a)] 0n_1)10 , 


人 zt 一 1 


nm 1)2r60(s— #20) 1. 

+ (mtb) (D+R)er(s— 20) "1 + 
仍 在 图 环 0<1z 一 201 -<8 中 内 闭 一 致 收敛. 由 寸土 式 是 一 个 
窒 级 数 , 因此 它 麦 示 一 个 在 jz 一 zo| <8 内 的 解析 函数 ,特别 地 
在 2=w 处 连续 ， 由 此 将 上 式 两 边 取 极 限 , 得 到 


lm SE Dye 


此 即 公式 (13). 了 
”推论 1 当 函 数 了 (以 < 二 ww 为 一 级 极点 时 ,由 (12) 立 刻 
得 到 


-一 tt 如 一 


Res f (2) = lim(z 一 coF (2) ， (13) 
推论 2 ” 当 关 数 


A A 
其 中 函数 of) 及 出 (z) 部 在 # 二 6 处 解析 ， 且 p(s0) 关 0, 由 (2) 
以 包 一 20 为 一 级 零点 ， 出 


Pe en 三 f(ro) 
he A A 
事实 上 , 由 于 gp(;0) 类 0, 因此 函数 - 风 824 在 z* 一 和 解析 , 且 


多 (人 
由 条 件 知 
( 由 (好 ) p00) og co -由 人 en) 
LACIE A G7 (x0) Fm)” 
因此 < 加 是 汤 数 的 一 级 零点 ， 根 据 第 四 章 第 四 节 定理 4 本 


数 Ge 就 以 2 一 各 为 一 级 极点 ， 从 挫 论 1 知道 


es Pg) Pp! Ce} 
Res fz) lim(z—%0) im 
S28 A ) 0 2 he) 2 hf) 
Zn 
二 Jim (2 a 
sa Wh{ ) 一 网 (xn (so) 
一 Ae 


[人 鲍 4] 求 函 获 
f 一 DGFT 
在 z= 土 1 处 的 廊 数 ，f (2) 夺 =o0 处 的 留 数 是 什么 ? 
解 ， 由 于 % 一 4 是 分 挝 的 -一 级 零点 , 且 分 子 不 为 鹤 , 因此 ， 
z 一 了 是 大 (人 的 一 级 报 点 ， 由 (13) 得 


Res f (2) ~ limtz—) 


DGrD 了 


一 -213 一 


由 于 z 一 一 上 是 分 母 前 二 级 零点， 且 分 子 不 为 零 , 根据 第 
四 章 第 四 节 定 理 4， 肉 易 看 出 ，z= 一 是 函数 ,六 六 的 二 级 极 
点 ， 因 此 ,由 公式 (12), 可 以 得 到 


| 


ew 
z=—1 (2—1)” 4 “ 


最 后 , 根据 定理 2 
Res f(2) = ~ Hos f(2) 一 Hes f (2) = 一 


【 例 5 求 沙 数 


1 .1 
下 本 


在 2 一 林寺 


处 的 留 数 , 其 中 无 为 整数 . 
解 ， 因为 省 数 cosz 以 


为 一 级 零 扎 ,而 
sin( 3-+ hr) = (一 J)* 关 0, 


因此 , 霹 % 以 2 于 +h 为 一 级 极点 ， 由 公式 (14) 得 


sin( 池 十 kr 
x= 办 + 《cos%) | x 
8= 汪 十 Km 
【 例 6] 有 求 函 数 
Z2n 
f (2) (人 一 了 


一 他 18 一 


在 一 工 及 z* 一 ce 处 的 留 数 ， 
解 ， 显 然 ?= 工 是 分 母 的 兄 级 零点 ,因而 它 是 函数 .六 纪 的 
多 级 极点 .由 公 过 (12)7 得 到 


Bog 7 er pr "rl (1) wy] 
二 
(9 一 二 ) 1 十 了 1 
此 外 , 由 定理 2 得 到 
ea Tf 
[全 7] 求 函数 


f= 


2 —| 


在 2=ce 处 的 留 数 . 
解 ， 这 个 函数 在 扩充 平面 上 只 有 三 个 孤立 奇 点 ，2 一 工 、 
?一 一 1 蚌 一 级 极点 ,还 有 一 个 扳 立 奇 点 是 3- 一 oo。， 由 (13) 得 
Res f(z) ~lim(2—1) 人 


-3 一 上 S35 


Res f (2) lim (+ 人 二 -一气 
根据 定 于 2， 得 


1 
了 cs f(2)— — Res f(z) 一 Res fF (2) = 二 
攻 =cm gl 22~1 


be 
习 亚 5.:1 
14。 求 下 列表 数 在 孤立 尘 点 (并 考虑 2 二 o0) 上 的 留 数 : 
(1) I (2) ctg 已 
Ee: 
-0 (人 em; 


一 人 1T9 一 


on 


(5) eT 其 中 刀 庆 22， 如 是 正 整数? 
二 上 
(6) ef (7) eI 
| 工 
(8) sin 本 《9) Di 
上 
(10) - 


COSE— Bl.g" 


2. 设 函 数 了 G) 及 gl8) 在 #3 二 加 寻 解 桥 , f(sc) 半 0, gl7) 在 z==z6 是 二 
级 零点 ， 则 卫 数 琴 好 在 一 so 处 的 留 族 如何 用 了 f(s) 及 Cs) 的 于 
勒 级 数 中 的 系数 表示 弄 来 ? 


第 二 节 ”利用 解析 函 数 的 理论 求 定 积分 


在 很 多 实际 门 题 及 理论 研究 中 需要 计算 一 些 定 积分 ， 例 
如 


| 加 dr (有 有 限 尼 的 振动 ); 


0o D 


sin(e?)dz， | ”cos(eGQx  ( 光 的 折射 ); 


0 


[ecosbwdz，a0 ( 热 传 叶 ) 等 等 


0 
这 些 积分 在 微 积分 学 中 ， 利 用 参 变 晤 积分 方法 是 可 以 求 
出 来 的 ,但 是 没有 一 个 统一 的 处 理 方 法 , 了 必需 验算 一 些 条 件 
才能 应 用 微 积 分 学 中 的 一 些 法 则 ， 如 积分 号 下 求 导 数 等 . 还 
有 一 些 积分 (包括 二 函数 之 类 的 积分 ) 用 化 积分 学 中 的 方法 
来 计算 是 很 因 难 的 ， 这 一 节 介 绍 应 用 解析 沼 数 艾 理 论 吕 以 统 
一 地 处 理 这 些 积分 ， 并 且 不 太 国 难 地 能 将 一 些 定 积分 计生 出 


训导 


一 220 一 


2 


1 形 如 | Recosg, sin 8)86 的 积分 计算 


这 时 , Be, 切 是 两 个 变 景 = 与 y 的 有 理 冰 数 ， 这 种 形状 
的 积分 在 微 积分 学 中 通过 变换 说 -全 一 “就 可 以 化 为 有 理 本 
数 的 积分 , 因此 可 以 计算 出 类 , 但是 计算 量 较 大 ， 这 里 我 们 作 
这 样 的 变换 一 -将 它 化 为 解析 函 获 在 闭 曲 线 上 的 积分 ， 这 就 
可 以 应 用 留 数 定理 求 出 其 结果 来 、 

令 2=60， nosf 二 isin 及 当 0<b<s2r 时 ,| 引 一 1 ， 且 使 > 
按 道 时 针 方向 绕 单 位 圆周 !z| = 一周， 已 知 


1 
= ~ 
Be 2 tn 
C08 0 一 一 了 一 一 一 一， sin 8=— 22 2 
ds = ied ofl, 
即 
Hf -== a 
2 
这 样 一 来 ， 
Le 六 Ricosb, sing)db 
Ea 1 z 1 
1 区 人 全 NY (1) 


其 中 等 式 在 边 积分 号 下 的 被 积 函 数 


1 1 
i pe 
LAO A 
是 一 个 有 理 函 数 ， 震 原来 的 积分 存在 , 则 盟 数 甩 (2) 必 在 | 
= 工 解 机 ,在 iz|< 之 1 肉 只 有 有限 个 极点 , 设 为 Cin), 应 
用 留 数 定性 , 谍 得 到 


一 221 一 


& 十 本 区 
1-2n 3 Ros Bo- 2r Res R(T 5, gr ) 


SC 


车 每 一 个 极点 加 的 级 为 a:(i<i<m), 则 由 第 一 节 公 式 (12) 得 
到 


ee-1 
7T=-2x 误 i doer de 
了 
人 二 一 gz 一 一 
x [G2—2)"R( | 
【 例 1] 求 
I-( 一 6，a 是 实数 ,|a| <1 
o 1-Faooag’ ee 
解 ， 令 z=@®, 
由 (全 得 到 


-| | ge 
le < 1 2 人 a 人 bie = Gt24+ 


容易 求 出 被 积 函数 分 母 的 零点 为 
1 了 J 1 
a- 一 二 HY 让-1， -一 -4 训 -1 
且 和 so 二 1， 由 此 看 名 j 刀 | 过 1， 且 它 是 被 积 省 数 的 一 级 极 
点 ， 现 在 计算 其 留 数 


各 于 1 _ _ 
Bn [e 好 十 327 于 5” lem 2(azt1) 


Eee 有 
2af 1 
总 据 留 数 定理 , 就 得 
一 322 一 


Ca 


P| ， dar 纯 中 
= 二 2 叶 丰 (= 一 一 一 = 一 一 ， 
了 x (C241) 和 a VI 
Yi 


【 例 2】 求 


ba jms 
一 | A dz, a>b>>0, 
J0 Tb CoB% 


解 ， 车 直接 先 用 变换 2 二 er*, 则 区 间 [0, wm] 只 能 变 成 平 
面 土 的 半 个 单位 禹 周 , 没有 构成 闭路 , 为 此 , 利用 被 积 函 数 是 
偶 孟 数 的 性 质 , 得 到 


-去 | sin2% 
Ls 2J-x ga+uleNnssw ds, 


令 z=e?, 由 公式 (I) 得 到 
4 


2 
I -= 去 | 多 J dx 
2 Iz.=1 吕 4 2 


| 0 
48 ,sl=1 22( sa 十 2 全: Fr 
-2 Dg 
夯 | ，， oz 一 加 ) (429) 心 ， {3) 
| (TR) 
一 十 (a 一 VB 的 )， 
所 各 一 1， | 为 | 之 [| | 和 | 过 4 (5) 


因此 ,在 (8) 的 右边 的 被 积 钞 数 在 |z| 二 工 内 具有 两 个 极点 : z 一 
0 是 二 级 极点 ,+ 一 ;是 一 级 极点 ， 
一 223 一 


由 第 一 节 公式 (48)， 注意 到 (4) 与 (5) 就 得 
: 和 一 于) 21— 1)? 
BR(21) -Lim 人 一) 5 7 
(: 时 证 
人 V0) 
2 一 A v 
由 第 一 节 公 式 (12 得 到 
en 
ROO) =—lim 志 [; | 
地 _ (2—D)? ] 5 
ln Wh 
ls 有 
1 
ee 二 a 
人 人 oo (12. 
2 2 ) 


~ ] - 
< 本 和 
es …). 


显然 ,右边 级 数 中 “ 站 数 为 
1 (++ + 
ZR NAL Na 
其 中 最 后 两 个 等 式 是 利用 司 ) 及 ( 红 ) 得 到 前 ,出 呈 从 (站 得 到 
R(0) 一 一 2 也. (8) 
最 后 ,从 公式 (8), 利用 禄 数 是 理 , 注意 到 等 式 46) 与 (8), 则 得 
到 
/2 Ne 
[三 二 6 2 了 4) 


onit RG 4 REOY: — 37( 3 


2) 形 如 | J/(2)dz 的 积分 计算 (其 中 f(z) 为 实 甫 数 ) 


这 种 积分 的 值 定义 为 


[esn fee 


对 于 函数 (z) 在 区 间 [zw, 81] 上 的 积分 ,我 们 在 上 半 平 面 补充 


一 条 以 & 与 8 为 两 个 端点 的 肌 线 7 
使 区 局 [a, 站 与 曲线 Te。 构成 一 条 膛 段 
光滑 曲线 Cu， 把 它 所 围 的 区 域 记 作 DD 
( 兄 图 5-2)， 如 果 能 够 找到 一 个 在 卫 内 
除了 有 和 限 个 弧 立 次 点 外 解析 , 在 五 上 除 


y 
| 


| DD 
在 一 一 一 一 六 


图 5 


了 这 些 点 以 外 连续 的 函数 9(z),， 使 得 9g(2 在 z~ 汪 时 ，9tz) 一 
je) (或 者 Reg(z) =f(w)), 那么 由 留 数 定 理 就 得 


人 ecoazrf gl)ds = 2a Res gC). (9) 
其 中 名 红 志 i 忆 育 q,y) 是 在 区 域 如 内 疯 数 gC 前 孤立 奇 点 ， 如 


果 能 够 计算 出 
lim | gz) dy, 
则 就 能 够 计算 出 
lim N EILLR 
因而 也 就 能 够 计算 出 


了 
Hm | fflera, 
0 


日 一 一 
2- 二 om 


总 结 以 上 所 述 , 解 这 类 问题 ,共有 四 步 : 


(一 ) 积分 闭路 的 选取 ; 


(二 ) 选择 一 个 在 闭路 土 除 了 一 些 弧 立交 点 外 都 解析 的 


-一 人 225 一 


活 数 9(2)， 使 得 9(2) 一 fz) 或 Re g(w) 一 了 (2); 

(三 ) 计算 函数 gC2) 在 闭路 内 每 一 个 孤立 奇 点 上 的 留 数 ， 
求 这 些 留 数 之 和 ; 

《四 ) 计算 附加 曲线 上 两 数 9(2) 积 分 的 极限 值 . 

在 这 四 步 中 , 第 四 步 是 很 重要 的 ， 为 了 今后 应 用 超 讽 ,下 


面 先 介绍 一 个 引 理 . 
引 理 1 设 Zn, 为 圆周 |z| 一 BB 的 上 米 个 圆周 ， 函 数 
9(%) 在 8, 上 连续 , 及, 十 co, 并 设 
lim zg(2)=0. (10) 
2 
则 Hm | g(x)dz= 0, (11) 
Bt Tan 


【证 ] 出 条 件 (10) 得 到 , 任 给 *>0, 存在 数 Ro, 使 当 BB 
> 2EL nm 时 ,有 
(29(2) [<a, 
即 [IB.y(Ror)|<e (OSOE27). (12) 
由 此 当 如 之 天 时， 
1 g(2)dz| < 上 | 19CBs eeo)1 | 再 ,iete1Cg< 一 rre， 


即 (11) 成 立 ，】 
注 车 Tw 是 Tmz>5(2 是 任何 实数 ) 上 的 癌 周 |z| 一 己 ， 
的 一 部 分 , 引 理 仍 成 立 . 
定理 1 设 亚 数 9(2) 是 在 上 举 平 人 而 上 ， 除 去 一 些 孤 并 奇 
点 外 的 解析 函数 ， 且 除去 这 些 点 以 外 在 闭 上 半 有 平面 上 连续 
若 9(z 满 足 引 理工 的 条 件 , 则 
lim | ”gojde=2rg lm DB Resyf(a)， (18) 
Tnvto J Rn Ro+% lm my>0 


lxsl< RR 
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其 中 各 (6 -1 2 …) 是 函数 g() 在 上 六 平面 上 的 坝 立 奇 点 . 
[证 】 取 等 式 (9) 中 的 Ts 为 Ta。 利用 引 理 1， 由 公式 
(11) 就 得 到 公式 (13)，】 
注 1 在 实际 应 用 时 ， 册 于 9(z) 在 上 于 平面 上 经 常 只 有 
有 有限 个 孤立 吞 点 , 所 以 就 有 很 大 的 方便 . 
注 2 若 9()- 控 叶 是 有 再 贡 数 ， 且 分 子 己 (是 多 项 
式 , 它 的 次 数 比分 母 8(a) (也 是 多 项 式 ) 的 次 数 至 少 低 二 次 ， 
最 然 满足 引 理 1 的 条 件 , 且 因 为 积分 
1 P(e) 
| 
存在 , 因此 由 (13), 即 得 到 
Pe 
下 BS 2niy Res he. (14) 
其 中 求 和 是 对 Q(s) 在 上 半 平 面 上 所 有 的 零点 取 的 . 
[ 例 3] 求 


| -Sr 人 是正 整数 ). 
解 ， 考虑 


{i 
US) TT? 


它 显然 满足 引 理 1 的 条 件 ， 此 外 函数 gC2) 在 上 灶 平 而 的 弧 
立 次 不 是 分 挟 1141 避 =0 的 根 ， 即 2 一 由 此 看 出 ,z= 和 是 函 
数 g(2) 的 m+1 级 和 极点， 由 公式 (14), 得 到 


tx i 
| (人 
小 1 C1) n+l 


其 中 及 (让 为 函数 gC) 在 z~i 姓 的 留 数 。 由 第 一 节 公 式 (12) 
得 到 
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RD) =- lim 熙 | ec- 人 rye] 


1 1 1 
本 dx ez yr | 
i ntl) (ns 0) (0) 


击 srt (2 二 2) tt 
1 ,m+tD (nH2). 2% 
i 


1.8.5. A 
央 而 全 ( 工 十 - Se 2.4.6... (2n) Bi 


[例句 求 


(2p, 9; 9 都 是 非 负 整数 ， 轩 PF, TP), 
解 ， 考 碟 


市 = [地 人 


9 {2) = 后- 


+ 


由 于 0<p<7, 0<g<7, i 因此 满足 引 理 1 的 条 
件 ， 函数 g(%) 的 分 母 的 所 有 一 级 零点 为 

se (k=0, 1 ,2 771), 
当天 =0 及 7 时 ,分 别 得 到 ?二 十 4 及 zz-: 一 41, 但 是 它们 也 是 分 
子 的 零点 , 且 级 也 横 同 , 因此 是 可 去 奇 点 ， 由 此 推出 , 在 上 烤 
平面 上 , 函数 yg(2) 的 极点 为 


prs 


zo k=1, 2, .7—1), 
且 都 是 一 级 极点 ， 
由 第 一 : 节 公 式 代 4) 得 到 


ru Ca 
-一 2 i 
22p 一 22 - 
卫 如 了 一 -可 Tr 
pe 9{2) 一 一 2 [Sy as LT 
- 一 296 “ 


一 2228 一 


=- re {人 1) en core- 和 
27 
这 样 一 订 , 应 用 定理 4 的 沁 2 中 的 公式 (1 ,得 到 


EL 
Lot SS Res gn) [ee +1) -三 本 二 1 
k=l gs=2 分 =1 


.tl ,. C204 CUES 
Si [2 "(1—e ’ 


人 (294 清二) -2 
工 一 - 8 ? 


Yt 办 EF gtD CP, 


一 


i 
二 一 6 1 


号 a dN 

w= 一 一 -一 一 - 网 1 
2 ba) LE 

人 于 Rs 1 Bt 

“(ctg SPtr fe 一 ctg 2 5). 


3) 形 如 [ef(w)dz 的 积分 计算 (其 中 a 为 实 激 ) 


对 这 种 形状 的 积分 处 理 的 方法 与 前 种 所 用 的 方法 大 万 同 
的 ， 但 是 代替 在 前 面 所 用 的 引 理 二 有 下 列 引 理 ， 
引 理 23[ 约 当 (Jordan) 引 再 】 设 w>>0, 7°n, 为 圆周 | | 一 
Rs 土 的 上 半 个 圆周 . 设 丽 数 关 8) 存 了 ap, 上 连续 ,其 中 RB, 个 十 
A, (15) 
则 
Hm | em f(z)dz=0. {16) 


有 一 上 wa 


【证 】 由 条 件 (5) 知 ， 任 给 &>0， 存 在 数 如 ,使 当 
Bo> Ro, 2E Lg, H, 
fis) 
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如 
17(CRee)1<s (Ob<n), (17) 
因此 , 当 吾 , 一 Ba 时, 由 (17) 得 到 


二 | 1 Rie™*|dg 
La 


<e| ee hn sing RR, dn 
Dd 
一 Be 人 | em a0+ |" or manne ag | 
9 下 
和 
后 
-el[| Gnning CC 
1 Jo 


?这 里 用 了 不 等 式 


pin sw (os<zs 和 于 ). 
T Ey 
宁 实 上 , 设 he) 一 2 于， 
1 VCos 汪 一 可 D _ eve—igT) We 
出 We de ea ad (Gd) 
因此 7 人 在 [9， 邓 是 单 调 下 降 的 因数 ， 到 在 0<z<: 人 上 有 
/om 
fj 各 


这 就 证 得 了 小 述 不 等 式 ， 


~ 330D 一 


up 区 er fa)dz| <2 Re[— | 


由 此 证 明了 引 理 2. ] 
引 理 8 设 九 .为 圆周 1z| 一 7 的 土 半 个 圆 赂 ,函数 (2) 
在 Tv 上 连续 , 且 科 十 co， 车 


lim 2f (2) ~=0, (18) 
出 
im f(z)dz—0, (19) 
证 明 的 方法 与 证 明 引 理 ] 非常 类 似 ， 留 给 读者 自己 证 
了 明 . 


注 若 工 ,为 Jm2z 关 8 上 的 圆周 jz = 的 一 部 分 , 引 理 
3 也 成 立 . 

定理 2 设 郑 数 六 在 Jmz>0 上 除了 一 些 孤 立 奇 点 外 
解析 ,在 Im z 关 0 除了 这 些 点 以 外 连续 ， 并 设 w>0, 瑟 函 数 满 
足 引 再 2 的 条 件 , 则 


Rn , 

Hm | 6iae fm) d= 2 lim i 了 有 es etez f (2). 
T RNK 二 站 t=X% 
hi 


(20) 
其中 加 (一 1,2,，…) 是 阻 数 了 (多 在 Imz>>0 上 的 孤立 奇 点 . 
证 明 的 方法 与 证 明 本 地 定理 工 一 样 ,应 用 引 理 2 即 得 . 
【 例 本 求 


IT- 位 OO Qtr， &>0, 


I 
解 ， 考 虑 范 数 
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Bt 


9 (2) TF 


显然 函数 f(z) = 了 二 地 5 满足 二 理 2 的 条 件 ， 此 外 , 函数 Fe》 
在 上 半 平 面具 有 一 个 一 级 极点 :一 纪 因此 由 (20) 得 到 


EE I dz 一 2 nd Res (EE i- 小 (21) 
ios | Le" 
而 Rep -一 - rc 
因而 , 出 (21) 得 到 
| Ut = -2m Te Yt, 
A 1 i 
最 后 就 有 了 工 -到 | Te dz- 于 he 全 
四 尖酸: 
[ 例 6] 求 | 
了 J da 
n 区 
解 ， 券 虚 藤 数 了 
9(2) = 二 
yt- 由 于 8 在 2z=0 处 有 一 个 一 级 极点 2 一 
Ie 中 所 以 (9 不 注 足 定理 工 的 条 件 . 为 
了 | 虹 , 我 们 以 原点 为 中 心 ,7? 及 Rr 三 RR) 
ty a 育 信 为 半径 作 两 个 顺 周 ， 并 以 ZT 及 TE 分 
别 表 示 这 商 个 圆周 的 上 半 个 图 周 ， 取 
3 pe 只 路 径 . 根据 何 西 定理 ,得 
ER ei 有 
| dart 和 e+ 们 全 全 + Oa. 


(22) 


对 第 三 项 积分 , 作 变 换 一 一 记得 


Pr gz 人 一 这 
dz 一 一 di 23 
| (23) 
根据 引 理 2 有 
lim 全 a%=-0, (24) 
Ra dT 多 
下 面 证 明 
人 
1 Ce ee 25 
和 Tr 名 me, (25) 
3 
事实 上 ,由 的 一 1 十 :十 训 十 
Bt Le 于 多 oi 于 
和 


其 中 22 在 :一 0 处 解析 ， 因 此 有 


2 4 
im | lin- 训 riordgtlim | pd 
ra JT- 2 Y-20 ,mT TE t+0 ,Tr 


一 一 TY 十 ~ 一 Tt. 
这 是 因为 函数 p(2) 在 z=0 附 近 有 界 , 设 [pz) 1 所 性 , 则 
{pads <arxr->0. 
这 样 一 来 , 从 等 式 (22), 利用 (23)、(24) 及 (25) 得 到 


RR pis iz 
; 认 一 有 , 
linm | v=, 
a vw 

Pe-*ie 


+ ginz T 
, 让 各 ew 
4) ”其 他 一 些 类 冻 的 积分 计算 
【 例 7] 计算 积分 
Ba 出 cos (wo) ds, T= | sin(zayaz、 
艇 ;为 了 计算 这 两 个 积分 ,党 虑 函数 Je) 一 e” 及 积分 
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I™{ fade- | or dvs,. 
如果 考 虚 复 函数 f(z 一 6 ， 则 当 它 在 正 实 轴 二 积分 时 ， 
就 是 扬 变 求 的 两 个 积分 ， 现存 作 缚 助 山 线 ， 使 得 它 能 与 正 实 
轴 均 成 财 曲 线 ， 而 在 此 辅助 蛋 线 了 的 值 或 其 极限 值 又 能 够 计 
算 岂 来 ， 考虑 函数 .六 sz) =o” 在 直线 y= 二 x 上 的 积分 


foogid ia 、 to 
包 一 | 6" z= | CTH 1) dr = + | 6- 2 dw 
0-e4 .a - 


a Ws 号 加 = 工 HE 2 EE (C26) 
TE 
Ee : 
R= | dy=1. (27) 
这 个 结果 刘 用 重 积 分 容易 证 明 . 事实 上 ， 


Rr3T 浊 委 
二 一 Jim | | e 2 radrag 
Dvn 


oT Lr- 


— lim(1—e 7)=1, 


-lo 
由 此 得 到 如 ,一 证 
由 于 等 式 (26)， 收 可 取 图 5-4 中 
的 闭 路 ， 应 用 柯 西 定理 得 到 
o-|。 tc Rs BS 二 | eo, 
中 


| gdp = im {os ee 二 已. (28) 
四 


其 中 局 二 习 Y28 由 公式 (26) 所 确定 。 对 地 等 式 右边 
的 积分 ,有 


下 
| < 一 tea ef! 二 人 letBricos 2 6 si D5} pe Rl Jn20070 
RH 0 
RE og Be 
和 小 a 于 加。 
TT 
上 -em 
加 | )} 一 0 
由 此 根据 (28), 就 得 到 
十 ea 可 Ee 
I=( mdr Hh Var. 
0 4 
丙 而 Ta: 人 ”eastoa)es M27 
Jo 4 


了 。 一 | sin (wv?)ax — 3 


【人 鲍 8】 求 


+ 
r=| ecaosprdr, 0. 
“0 


解 ， Pr 则 
ge 1 .VYV 琶 
| a 
-本 V 王 (29) 


若 5 关 0， 因 为 cosw 是 偶 耳 数 ， 基 此 内 需 考 虐 3 之 0 的 情 
识 . 
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根据 前 面 的 经 验 , 似乎 应 该 取 了 (2) 一 6 e”“。， 下 面 分 析 
应 该 最 什么 样 的 内 曲线 才 比 较 合 适 ， 


因为 
I= 吝 He 人 e-em smd -总 Ree 二 全 6 “ey go 
1 
= 于。 a Ro ea ds, (3U, 
而 由 29 知道 ， 
+ fi 


= 一 全 由 此 看 出 , 应 该 取 务 数 户 (z) -- 
| e "而 积分 闭 曲 线 应 该 取 图 于 5 
(~ - 喜 ) ; (Rn, -去 ) 前 长 方形 区 域 的 边界 Ce. 由 柯 西 


二 定理 得 到 
o-| eR dz 一 ee ge dz 
ax "RR Or 
一 所 -元 太一 也 
+| Yo +| Ta 
一 下 -1 J -后 -01 
RY 
+| @ oy, (82) 
Rt 
于 
比较 (30) 与 (82), 就 得 到 
ei dh 下 R—Ot _ -RR-Us ， 
工 一 -一 一 6 5 BRe| lim ， 6 0 二 lim ET 
2 -妖刀 Ri Ra+m .ER 人 


ee 
+ lim ed 


R=+om J- Ek-oi 
Re . 
Te 1 Re[Lfit {fs-+Is], (33) 


对 于 Ta, 根据 (8310 ,他 
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一 
现在 证 明 五 = Ts - 0， 事 实 上 ,对 于 用 


n 
| 多 [4 Ny | te Otiy) 动 | 
Be ?= 上 | 


2 
Tmz 从 -了 开 0 
了 a 本 b 
<| EID) ye eg 1 -> 人 0 (RB— 二 co)， 


20 


因此 工 =0, 同样 可 证 {3=0。 这样 一 来 , 从 (33) 就 得 到 


关于 用 多 值 函数 来 计算 积分 的 例子 将 在 第 七 章 中 介绍 . 


习 题 号 ' 也 
43， 计算 下 列 的 
(IY | ls 的 本 人， 其 中 台 是 卫 要 一 37 
G hs =1 (2 i -py5 31 二 1 1, nn 是 整数 ; 
@ [sr 0 , lan 
(5) a 汪 4 > 是 (6) | 


(7) oe oi te 


(8) er. rs (9) 区 Ts rr ry Ty 
. TS da t» Sin 

i1y me 
(0) | z+1 所 C1) ) wm 1 


2. 计算 | tgxrsdz, 其 中 0 是 加 于 |sl=% @= 上 3，…)。 


第 下痢 ” 往 骨 诛 理 及 玉 记 用 


这 一 区 所 介绍 的 眉 表 床 塌 ， 实 质 上 症 通 过 贸 效 定理 进 一 
团 和 研究 解析 函数 的 积分 所 得 到 的 结果 应 用 幅 角 原理 ， 可 以 
研究 在 一 个 区 域 中 的 多 项 式 概 前 个 数 问题 。 本 节 中 的 结果 对 
于 今后 研究 解析 函数 的 几何 理论 世 有 重要 的 意义 . 

我 们 希 卢 求 出 在 某 一 个 区 域内 姐 析 函数 (2) 的 零点 的 
个 数 . 设 沙 数 (2) 在 z=& 处 让 级 零点 ,那么 如 何 通 过 号 省 
数 F(z) 存 关 的 函数 在 :一 的 邻 域 中 的 积分 来 表示 数 呈 呢 ， 
根据 第 四 章 第 二 节 定 理 1， 冰 数 Jo 天 2-e 的 某 个 邻 域 x 一 
qz|<8 中 可 以 展开 为 泰勒 级 数 

FE ors nt ;ese 0) 
= (2—a) "ge), 
其 中 gz) 在 1 一 ai < 中 和 解析， 且 Ye 过 0 可 以 认为 在 到 
廓 域 |z 一 5| 一 8 中 ,gp(z) 六 0， 最 然 有 
(0 一 7 一 GD 十 必 一 9p (2), 
这 祥 一 来 ,在 0 一 |z 一 ai 一 3 中 ,就 有 
2 2 区 
TE) za pl) 
由 于 函数 9(2) 在 | 一 ;<8 中 不 等 于 零 ， 内 此 函数 分) 洲 在 
jz 一 za| 一 8 内 解析 ， 应 用 柯 西 定理 , 得 到 
7) fF gs 


Bne) seasnes fF) ~ 
如 果 要 研究 某 一 个 区 域内 臣 数 ?的 极点 的 个 数 , 设 项 
数 了 (在 z=5 外 有 级 极点 ， 根 据 第 四 章 第 三 节 定 理 1， 通 
数 在 < 二 83 处 的 罗 妓 展开 式 为 
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f= Ei 人 :7 上 二 十 ee 十 Ci0X 一 站) 十 《ec_m 关 0) 


-hm yn 2), 0<|2—5| .28. 
其 中 由 (2 在 国 |z 一 8! < 内 人 铮 析 , 音 则 (的 一 cm 关 0.， 显然 有 
f(z) 一 中 2) 
£2) Wh 
Dt te te z 一 避 | < 内 不 等 于 零 ， 
这 样 ， 人 < 就 是 |z 一 引 一 5 内 的 解析 函数 了. i 


理 , 得 到 


1 | (2) z= ~ mm 


Bod) -bs 5 fF(2) 

以 上 结果 ， 可 以 总 结 如 证， 昔 两 数 方 人 以 x= e 为 其 m 级 
零点 ;, 则 > 一 “ 必 是 两 族 帮 5 的 一 级 极点， 第 留 数 为 4; 若 画 
数 开罗 以 2 一 6 为 其 人 2 级 极点 ,网 = -5 必 是 类 数 FL 的 一 
级 极点 ， 且 留 数 为 一 mw， 共 阵 数 () 丰 -个 区 域内 又 有 零 
点 , 又 有 极点 , 则 有 环 述 定理 : 

定理 1 设 狼 数 f(z) 在 区 域 卫 内 除了 加 限 个 极点 如 霸 
< 以 外 解析 ， 其 级 为 9 (ok)、 标 数 f(z) 在 区 域 
也 内 只 有 可 限 个 零点 4，(1<i<1), 其 级 为 nt (1<i<D). 设 
0 是 DD 内 一 条 包 有 函数 f(z) 的 全 部 霍 点 及 金 部 极点 的 闭 曲 
线 , 则 右 


Ts pe A 尾 oe a 
yl, fr Oz 六 客人 廊 一 也 (DD) 


其 中 立志 未 闭 内 函数 2) 的 金 部 零点 的 个 数 ， 有 几 级 零点 
就 算 几 次 ; 工 卖 示 吃 内 淆 数 所 2) 的 多 部 极点 的 个 数 ， 有 凡 级 
极点 就 算 几 次 ， 
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t 证 】 根据 上 面 的 讨论 ,函数 了 全 在 0 及 其 所 图 的 赔 


区 域 上 除了 一 级 极点 4& 和 < 及 (i 有 外 都 是 解 
析 的 , 且 对 应 的 留 数 为 %(l<i<D0D 及 mm (1<iet)， 由 此 应 
用 留 数 定理 邯 可 得 到 (1). 3 

干 面 说 明 公 式 人 的 几何 意义 : 设 避 是 一 条 逐 毁 光滑 闭 昌 
线 , 在 变换 太一 fo 之 下 ,， 当 := 沿 着 CC 按 逆 时 针 方 向 绕 行 一 
图 时, 矿 一 了 (就 在 WW 平面 上 沿 着 某 条 闭 曲 线 荆 旋转 , 当然 
曲线 工 比较 复杂 ， 它 可 以 有 重点 ， 也 可 以 按 正方 向 绕 原 点 几 
图 ,也 可 以 按 负 方向 绕 原 点 几 圈 ( 见 图 -6)。 这样 一 来 ,就 有 


Vv 


| 
:SS 
| 
Sl 
人 
et 


1 tw 
2miJe f(z) 2mgJr Wi 

其中 工 的 线 行 方向 完全 出 C 的 绕 行 方向 及 变换 WW 一 (所 
决定 。 我 们 知道 ,车工 中 有 一 眉 亲 易 线 , 它 不 绕 原点 时 , 川上 
式 右边 在 这 一 让 曲 线 上 的 积分 为 零 ， 若 荆 中 有 一 自 闭 曲线 ， 
它 按 道 时 针 方 向 绕 床 点 一 图 ， 则 上 式 右 边 在 这 一 段 曲线 上 的 
积分 为 1 若 工 中 有 一 段 闭 曲 线 ， 它 按 顺 时 针 方 向 绕 原 点 一 
图 ， 贴 上 式 右边 在 这 一 段 曲线 上 的 和 分 为 1， 而 厂 的 枉 角 
除 以 2. 如一 argWW 也 正好 其 有 这 个 性 质 , 即 , 当 玉 沿 不 绕 


原点 的 闭 曲线 走 一 图 时，- 汉 - arg W 的 改变 量 为 零 ! 当 琴 沿 


E19 :让 


着 绕 原 点 的 昨 线 技 道 时 针 方 向 走 .一 阅 时 ,srg 了 的 改变 
量 为 1 当 本 沿 着 绕 原 点 的 曲线 按 顺 时 针 方向 走 一 图 时 ，， 
5 arg 琴 的 改 变量 为 一 1， 因 此 


| ~ Ar argW = Adoarg Ff (2), 


其 中 并 gy 表示 琵 zr 上 芍 一 点 出 发 , 按 工 确定 的 方向 
绕 荆 一 圈 后 arg WW 的 政 迹 景 ;而 duargj 了 C2) 表示 zz 从 OQ 上 网 
一 点 出 发 , 按 C 的 逆 时 针 方 向 绕 忆 一 漳 后 argf (x) 的 改变 晨 . 
实际 上 , 这 个 结果 也 可 以 从 
| 3 He WI +iargW)r 
泪 出 来 .这样 一 来 ， bn 

NP= 


这 公式 称 为 幅 角 原音. 

注 在 本 节 定 理 1 的 条 件 十 ， 若 函数 了 (2) 除了 这 些 极 
点 外 在 闭 区 域 互 上 连续 , 且 区 域 妃 的 边界 就 是 0, 出 等 式 (2) 
仍 或 立 . 

事实 于， 首先 可 以 取 一 条 周 昨 线 C0, 它 的 内 部 包 有 其 全 
部 零点 及 极点 , 用 0' 本 身 属于 刁 。 则 对 此 曲线 C, 根据 定理 
1 就 有 


argf le), C2) 


a 
N-—P=3 drargf ls), 


然后 过 小 到 极限 0' 一 ,条 用 函数 /的 连续 性 即 得 . 
注 2% 若 函 数 f 了 (在 卫 内 无 极点 , 则 


N= deargf Ce); (8) 
若 函 数 fz) 在 DD 内 无 零点 , 则 
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让 三 


亏 drargf (2). {4) 


利 几 幅 角 原理 就 可 以 研究 某 一 个 区 域内 的 霍 点 与 极点 的 
个 数 之 差 , 而 在 具体 应 用 时 , 下 面 的 定理 更 为 方便 ， 

定理 2[ 和 鱼网 (Rouch6) 定理 ] 设 函数 (x) 及 9(z) 都 在 
区 域 了 D 内 解析 , 在 如 ~ D+C 上 连续 ,其 中 为 逐 段 光 滑 昌 
线 ， 车 满足 

GD '>lp()|, :EO, (5) 

则 函数 了 (2) 与 庙 数 (2) 2(2) 在 了 内 的 零点 的 个 数 相 问 ， 

【证 】 由 条 件 :5) 知 ,函数 .72 在 C 上 不 为 零 , 两 数 (2) 
十 gp( 介 在 C 上 也 不 为 零 , 所 以 

| Ke) -p11 | — 1p) |>0. 

由 此 推出 , 消 数 (9 与 为 数 了 (2) 十 pg() 在 区 域 如 内 只 可 能 有 
有 限 个 零点 ， 事 实 上 , 在 机 反 的 情况 下 , 即 ; 车 有 一 个 函数 在 
万 内 有 无 穷 多 个 零点 ， 则 这 些 堆 点 必 有 -个 凝聚 点 ， 根据 连 
续 性 , 这 个 紫 育 点 不 可 能 在 边界 C 上 , 否则 , 函数 在 这 点 取 值 
就 为 零 了 ; 这 个 族 聚 点 也 不 可 能 在 闭 内 , 否则 , 根据 第 三 章 的 
唯一 性 定理 , 这 个 函数 必需 恒 等 于 零 , 因此 会 导致 媚 盾 .这 样 
一 来 ， 这 商 个 薄 数 2) 及 f(z) 9g(2) 都 满足 定理 1 的 注 工 的 
和 条件， 由 于 这 次 个 函数 在 嫩 内 都 没有 极点 ,因而 在 设 Wi 是 
GD) 在 五 内 零点 的 个 数 ，Ta 是 fz) 19(e) 在 也 内 零点 的 个 
数 后 , 就 有 


Wy deargf (oO) 


N= doarg( f(s) +p()), 


中 此 得 到 


WMS 


Ni— Na Br [eg fo) — doarg( f(s) 二 Ca) 

= {larg f 2) — Acarg f(s) 

5 P(e) 
—dearg(1+ fy )) 

了 Ppl) 

一 本 元 Acarg(1 十 双全 和 
现在 考察 溺 数 

2 SN 


fz) 
当 ? 在 C 上 变化 时 ,函数 
| 到 (2 <]， 


Cs) 
因此 琴 就 在 以 琴 = 工 为 中 心 , 半生 
为 1 的 圆 内 变化 ， 即 它 不 绕 点 他 = 5-7 


0( 见 图 5-7)， 因 紫 , 当 % 绕 0 按 道 时 针 方向 走 一 岁 后 ， 
arg W =arg{1+ 9 ) 
的 改变 最 为 零 ， 因 而 Ni 一 入 ,1 
【 例 1】 求 函数 
Fl) 一 部 一 再 如 二 22 一 工 
在 [< 工 内 的 零点 的 个 数 . 
解 : 设 也 (2%) 一 了 2) 十 p(z), 其 中 
f=—65%, gy(2) 一 2 十 2z 一 工 . 
在 jz -1 上 ,显然 有 
ie =5, [|p TEI2l+12z| +1—1i=4. 
因而 fC) |>|p(% 1. 
根据 和 鲁 吹 定理 知道 , 函数 
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五 (2 = 了 2 +g(2) 

在 |x|<1 内 的 堆 点 的 个 数 等 于 函数 产 裤 = 一 5 中 在 |z| 天 
内 的 零点 的 个 数 , 即 有 五 个 零点 . 

应 用 重 欧 定理 还 可 以 证 明代 数 基本 宅 理 ， 留 给 读者 自己 
证 明 . 

此 外 ， 用 幅 角 原理 还 可 以 判别 线性 常 系数 微分 方程 解 的 
稳定 注 间 题 。 这 里 关键 是 要 判别 一 个 多 项 式 

Pe) = 《6) 

的 零点 是 奋 都 在 左 半 平 画 , 好 其 根 的 实 部 是 否 都 是 负数 ， 

首先 假设 多 项 式 (6) 在 虚 轴 二 没有 很 ， 
这 对 在 实际 问题 中 具体 给 定 的 多项式 可 以 具 
体 地 来 验算 下面 给 出 一 个 判别 全 部 根 都 在 
无 半 平面 上 的 方法 ， 

考虑 图 5-8 中 的 六 曲线 盖 Ca 二 Eap， 
其 中 Cr 为 原点 在 中 心 、 举 径 为 及 的 尖 兴 个 

8 圆周 ，L; 是 虚 辆 工人 失 地 到 一 BB 的 直线 段 . 
根据 幅 角 原理 , 要 使 移 项 式 ( 的 的 全 部 根 在 左 举 平 商 的 充 要 条 
件 是 : 


im dr,arg Pi{#) 一 个 ， (7) 
显然 有 . 
drsarg Pn(#) 一作 arg Dsl2) + Ar,arg Pn (2), (8) 
现在 证 时 


im deo, arg Pn(2) no 《9) 
一 十 = 
事实 上 ， Ps(2) 2 + plz)), 
， A GL Oy 
其 中 (2) 后 2 十 ” 


最 然 
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lim pl#) 一 0， 《10) 
因此 和 
desarg Pa C2) de arge tA Arg(T! pee)) 
—nmdAd, arg +op(2)) “11) 
当 五 充分 大 时 , 由 于 0)， 丙 数 1 9 就 在 以 工 为 中 心 、 半 
径 为 任意 小 的 正 数 。 的 图 内 变化 , 因此 


lim drsarg(l +o9(2)) ~—0. (12) 
比较 (11) 与 (12), 就 得 到 (9)， 表 比较 (7)、(8) 太 (39) ,就 得 到 
im 小 .ar 多 D2) 一 一 公开。 (13) 


i 


下 -而 介绍 各 网 和 宇和 基 的 男 一 个 应 用 . 
定理 3 [ 堆 尔 维 茨 (Hurwitz) 定理 | 设 万 是 -一 人 区 域 ， 
及 羡 内 的 解析 臣 数 序列 六) 在 疙 内 团 一 致 收 伍 于 函数 六 
去 04， 六 设 怠 是 郊 四 的 任意 一 条 闭 曲 线 ,其 内 部 也 属于 了 ,日 
0 不 经 过 晤 数 了 (2) 的 零点 ， 刚 存在 一 个 依赖 于 曲线 C 的 数 
不 ， 使 待 当 ?> 六 时， 项 数 六 全) 在 尼 内 的 零点 的 个 数 等 二 源 
数 了 2) 站 口内 的 零点 的 个 数 ， 
【证 】 根据 定理 的 条 件 ， 解 析 函 数 序 列 f(z) 在 六 内 闭 
一 - 琢 收 化 于 函数 六 2 ， 由 第 三 章 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 
知道 ,的 是 区 焉 已 上 的 解 折 画 数 ， 873) 当然 在 CO 上 连续 ， 
由 于 在 G 上, 了 (到 0, 因此 根据 第 二 章 第 一 节 定 班 5, 华 的 模 
达到 景 小 值 , 车 存在 一 点 zsE€C, 使 得 
min | | 一 | Feza) | -=0， (14) 
由 于 肖 数 序列 ftx) (ww 一 IJ，2,… 小 在 曲线 上 一 致 效 旬 
于 函数 f(z), 因此 任 给 80( 取 = |f(za)1), 存 在 数 育 ,使 当 
物 之 入 时 ,就 有 
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| 疡 (0) —f (0) <e= |f (8)), (15) 
现在 考虑 两 个 函数 六 2) 与 
fn(%) =fn(2) —f(2) tf (2) . 
由 于 《14) 及 (15), 在 0 上 满足 
Jf 0) | (0) | > if 7 |. 
由 此 , 根据 鲁 葡 定理 可 挫 出 , 函数 .fse) 与 疡 ( 纹 在 O 内 的 零点 
的 个 数 相 等 、 定 理 证 毕 . 1】 
习 题 5S:3 
1 求 下 列 函 数 丛 |sj <1 内 零点 的 个 数 : 
红 】 癌 一 生 好 十 2 如 一 J 了， (23) 和 名 一 如 一 92 一 ]; 
(3) 2 一 35 十 号 8 一 5 二 8 
2. 证 明 方程 e=asla>>e) 在 |#1<1 内 只 有 一 个 实 恨 ， 
3。 证明 方 程 2e2*”=1 以 > 二 在 1s] 王 1 内 只 有 一 个 正 实 根 ， 
4. 试用 幅 角 原理 证 明代 数 基本 定理 . 
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二， 对 于 解析 函数 的 孤立 奇 点 可 以 引进 留 数 的 概念 , 它 与 
这 个 解析 孙 数 在 孤立 奇 点 处 的 罗 朗 展开 式 中 第 一 个 负 丘 项 的 
系数 密切 有 关 ， 给 出 了 计算 留 数 的 几 个 具体 方 法 ， 留 数 定理 
基 计 算 闭 路 上 函数 积分 的 一 个 很 好 的 方法 ， 出 此 可 用 统一 的 
方法 求 三 角 有 理 函 数 . 有 理 函 数 .三 角 函 数 与 有 理光 数 的 敢 积 
及 其 他 各 种 类 型 的 积分 值 . 

2、 应 用 留 数 定理 可 以 得 到 幅 角 原理 , 它 通过 孙 数 的 幅 角 
在 阔 路 上 的 改变 量 来 计算 这 个 闭路 内 全 部 零点 的 个 数 与 全 部 
极点 的 个 数 之 差 . 由 幅 角 原理 还 可 以 得 到 一 个 重要 的 定理 
一 一 鲁 歌 定理 ,用 它 可 以 比较 两 个 函数 在 轩 路 中 的 零点 个 数 ， 
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特别 是 计算 阅 路 内 函数 零点 的 个 数 ， 出 此 可 以 得 到 代数 基本 
定理 以 及 判别 一 个 多 项 式 在 右 半 平 面 有 没有 根 的 问题 ， 这 在 
研究 党 微分 方程 前 稳定 性 理论 中 很 有 用 处 ， 此 外 还 得 到 了 吉 
尔 维 忌 定理 ， 
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。 什么 由 留 数 ? 试 讨 伦 弧 泣 胡 点 与 留 数 之 间 的 关系 . 
， 和 叙述 留 数 定 型 ,在 它 的 证 明 中 , 关键 是 用 到 哪个 定理 ? 
， 留 数 有 几 种 区 法 ? 它 与 区 数 的 罗 唐 展开 式 中 的 系数 有 怎样 的 关 
系 ? 
4、 还 数 柑 无 穷 远 处 的 留 数 是 如 何 定义 的 ? 落 函 数 在 无 穷 远 点 是 柯 去 
奇 点 ,那么 留 数 是 否 一 定 等 于 零 ? 
5， 求 卞 弄 函 数 寿 孤立 奇 点 处 的 留 数 《 包 托 无 穷 远 点 一 起 考虑 ): 


3 tC 1 


Ez ,a Sin2s ， 
(DD) CIF 站 是 正 整 数 ; (3) CF 
(3) sin 27: (9) or 


(5) cte? sa, 
6. 用 贸 数 定理 计算 定 积 分 的 主要 步 又 是 哪些 ? 试 举 一 例 说 昌之. 
了 . 0 分 值 . 

Da 0 (3 fo rs o> 


2 
das 


Ne Tr 7 环 名 玉 订 。 ee 
(3) 让 cosm rae， 为 让 整数 ， (4) | sy 


(5) 上 a a>0, b>0; 
(6) | < 三 二 i (7 li 2 0 
8， 幅 角 原 理 的 几何 意义 是 怎样 的 ? 
9. 比较 柯 西 定理 、 柯 西 公式 、 留 数 定理 及 幅 角 原理 相互 之 间 的 关系 
40. 和 鲁 歇 定理 是 怎样 的 ? 举例 说 明 如 何 运 月 它 来 妍 究 函 数 在 区 域内 零 
点 的 个 数 。 
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*16. 


， 求 方程 外 一 5 二 1=0 在 (1D)|#' <1 内 符 点 的 个 数 ，( 台 在 1<1s| 


<2 内 零点 的 个 数 . 


. 方程 -88 十 翰 =0 在 《全 )'z|<1 内 有 及 个 根 ” (32 在 1<iz|<3 


内 有 儿 个 酸 ? 


. 证明 方 程 4=2 一 “人 入 > 瑟 在 石 半 平面 上 有 唯一 的 一 个 志 引 。 
:证明 方程 


十 gd ccs 如 十 aocos20+. ,+a Cond—0 
壮 0<oo<Gd 二 如 队 ， 在 区 间 0<0<25 上 有 且 只 有 35 个 吾 
不 租 同 的 根 , 且 这 个 方 称 没有 虐 起 ， 


5. 试 证 : 在 定理 6 的 条 件 下 , 右 (2) 在 区 域 口内 狂放, 则 


9 人 了 d= pa pb). 
其 中 Q(1<i<D 是 前 数 了 Cz) 在 口内 的 全 部 零点 , 且 是 和 级 零点 ， 
主 BCLsis 孙 足 滑 数 产 2 在 了 内 的 全 部 极点 , 日 是 m; 级 胡 点 ,让 
是 五 内 的 一 条 闲 昌 线 , 其 内 部 也 属 二 了， 县 包 含 这 些 寄 点 太极 虚 
福 其 为 部 . 

证 明 多 项 式 
(2 一 如 十 姑 十 63 汗 王 愉 十 822 直 443-] 

的 全 部 零点 都 在 左 半 平面 上 ， 

[提示 : 首先 计 明 多 项 式 长 (8) 在 七 轴 上 没有 根 ， 然 后 再 验证 第 

三 节 中 公式 (13) 的 正确 性 ,J 
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解析 开拍 


在 第 二 人 章 及 第 四 剖 中 ,我 们 已 经 见 到 ; 很 多 实务 数 , 如 e?、 
sin z、 cosxz 等 , 都 可 以 唯一 地 扩充 为 复 平 面 上 的 解析 函数 ee、 
sin% 及 Cos 等， 这样- 来 , 我 们 对 这 些 沪 数 的 性 质 就 认识 得 
更 清楚 了 . 在 这 一 亭 中 , 我 们 将 研究 一 般 解析 消 数 的 解析 开 
拓 的 概念 及 方法 ， 解 析 开 拓 可 以 使 我 们 对 多 值 茵 数 的 本 质 了 
解 得 更 清楚 .利用 多 值 遇 数 可 以 很 好 地 来 计算 某 些 定 积分 . 
由 处， 我 们 还 要 引进 歼 壁 曲面 的 概念 以 及 将 多 信函 数 看 作 获 
曼 曲 面 上 的 单 值 解 析 消 数 . 服 后 , 将 讨论 一 类 特殊 函数 一 一 
全 函数 , 它 在 各 种 理论 及 实际 问题 中 有 广泛 的 应 用 ， 


第 一 节 解析 开拓 的 概念 与 方法 

1.1 解析 开拓 的 概念 

解析 开拓 是 复 变 函数 中 的 一 个 重 开 概念 . 

定义 1 设 葡 数 f() 在 集合 五 上 有 定义 ， 若 存在 区 域 
DEB 及 区 域 D 上 的 解 桥 函数 五 \ 轧 ， 使 得 在 集合 五 上 有 
A(2) 一 J(2)， 则 称 葡 数 了 Cz) 是 了 (2) 从 五 开拓 到 了 的 解 折 函 
数 ,简称 (2) 是 了 (2) 物 解 析 开 本 . 

{ 例 1] 站 数 天 是 天 的 解 忻 开拓 . 

解 : 设 召 =- (一 ce， 十 co) 当 2E 吾 时 , 拓 一 ee 而 er 又 是 
全 平面 二 的 解析 申 数 ， 因 此 人 可 以 解析 和 并 拓 为 全 平面 上 的 函 
数 ?. 
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[ 例 21】 由 突 级 数 | w* 所 确定 的 函数 6%) 在 |z| <1 上 
锯 析 , 它 可 以 解析 开拓 到 全 平面 除去 z= 的 区 域 DD. 
解 。 忆 知 
ee 1 < 


因此 , 设 五 是 121<<1, 则 国 数 Re) 一 一 一 > 开 在 DD 内 解析 ， 
自在 召 上 有 了 (8) 一 7， 

下 看 我 们 提出 三 个 问题 , 1) 定义 + 中 的 解析 开拓 函数 是 
否 一 定 在 在 ? 2) 如 果 存 在 , 风 是 否 准 一 ?2 3) 有 哪些 方法 可 以 
其 体 地 实现 解析 开拓 ? 

,入 二 ei a ee 因为 存在 一 名 


2 


挤 开拓 纪委 名 六 人 条 区 深思 中 去 、 请 看 下 而 的 例子， 
[ 鲍 3] 函数 
6 到 0 天 0 
oR py 人 
在 如 = (一 ce， 十 se) 上 上 有 任意 多 阶 导数 ， 但 它 不 能 解析 开 折 
到 包 有 ?=0 的 区 域 . 
解 ， 用 反 证 法 ， 假 设 不 然 ， 则 存在 z=0 处 的 解析 函数 
了 2), 它 在 召 =《 一 00, - 汪 o0) 上 有 了 (2z) flw)， 因 此, 根据 
第 四 章 第 二 节 定 理 1, 函数 五 (2) 在 x=0 处 可 以 展开 为 泰勒 级 
数 
ps) -- Bar, a 2 OO (2) 


nL! 
下 面 证 明 m- 人 一人- =0 (n=0, 1, -.). 
首先 证 明 
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fm(w) P(E) (ox0), (3) 


其 中 王 ( 轨 是 多 项 式 ， 事 实 上 , 当 % -0 时 ,根据 定义 , 等 式 (3) 
显然 成 立 ， 用 数学 归纳 法 : 设 公式 (3) 对 于 ”一 上 成立 , 即 


(7 =-e( 二 )je 玉 (wz 0), 
其 中 @(z) 是 多 项 式 , 则 
me-(A#) 
-Cel 
-地 


其 中 P(y) ~ 一 yrQ(y) 一 29@(9) 也 是 一 个 多 项 式 ， 这 就 证 
明了 (8). 

为 了 证 明 aa=0 (w=0, 1,…)， 也 用 数学 归纳 法 ， 从 
全 式 知道 , go=f(0) =0， 设 w= 时 ,ow 一 六 了 人 -一 0, 则 由 
(8) 可 得 

.PerD(0) 本 1 到 lim 二 儿 (£)e 二 


= ,im 2 PP()e =—0 


即 rs 一 Rs -0, 因此 得 到 os-0 (a 一 0, 1 


这 样 一 米 ， 从 (2) 就 得 到 了 (2 二 0， 即 f(z) 一 (2%) 圭 0， 
这 就 由 现 了 矛 拓 。 因 此 f(w) 不 能 解析 开拓 到 包 有 2 二 0 的 区 
域 . 
下 面 还 可 看 到 ; 存在 区 域 召 中 的 解析 函数 ， 它 不 能 从 召 
中 解析 开拓 到 也 大 召 的 任意 一 个 区 域 出 ， 
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对 于 第 二 个 问题 ， 当 集合 召 包 有 凝聚 点 在 区 域 卫 内 时 


-oe 


= 


解析 函数 六 (2) 与 Pale) 使 得 在 吾 上 有 机 (一 加 (2)-- 
f(z), 则 由 于 召 在 DD 内 有 凝聚 点 , 根据 第 四 章 中 的 唯一 性 定 
理 ,就 推出 在 DD 内 Pi(2) 二 了 Ps(z)， 
| 对 于 第 三 个 问题 ， 在 下 面 介绍 儿 个 方 
po 法 . 
定理 1 设 平面 + 上 的 区 域 Di 与 Ds 有 一 
个 公共 部 分 4( 见 图 6-1), 函数 全 (2) 存 D1 解 
国 析 ; 函数 fs2) 在 Ds 解析 , 且 在 4= Dimn Dae 上 
万 ( 切 一 太 (2， 则 函数 


亡 (2)， 2 和 了 DDN; 
F(z) 一 1 fal?), ED \a; (4) 
J1C2) =fat2), “丰台 


是 区 域 D= Di--Ds 上 的 单 什 解析 函数 . 
【证 】 首先 , 三 个 集合 DNa. Ds Na 及 4d 互 不 相交 ， 因 
此 公式 (4) 确 定 了 一 个 在 DP=Di+Ds=- (Di 一 Q) 十 (Da 一 十 
9 上 的 单 值 函数 . 
此 外 , 当 2EDNQ 或 E48 时 ,了 (2z) 一 1(z), 因 此 下 (x) 解 
析 ， 泊 2E DeoNG4 时 , 太 (z) 一 了 (2), 所 以 了 ox) 也 是 解析 的 、 
上 而 得 镜 的 葡 数 下 (z) 称 为 西数 六 (2) 由 1 到 万 = 太 十 
Ds 的 解析 开拓 ; 或 称 西 数 卫 (2) 是 函数 f(z) 由 Da 到 DD Pi 
二 Ds 的 解析 开拓 .或 称 了 (2) 与 fo(z) 互 为 解析 开 括 . 
在 这 里 如 有 果 已 知 项 数 广 (2) 丰 区域 内 解析 ， 则 关键 是 
罗 没有 4、 甩 是 琴 个 点 集 ,401 斑 央 未 所 有 既 必 于 4 又 属于 万 的 点 所 构成 的 
点 集 ; ANB 苇 示 网 于 4， 引 不 属于 B 持 点 构 或 的 点 集 ; 4 十 或 AUDB 
表 末 所 有 至 少 属 林 4 或 羡 的 点 构成 的 点 集 . 
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要 找 某 个 区 域 Ds 内 的 一 个 解析 函数 f(z)， 且 使 得 D1 与 态 ， 
有 公共 部 分 在 此 公共 部 分 5 上 还 要 求 fs(2) 一 广 (z)， 如 果 
这 种 函数 falz) 及 这 样 的 区 域 Ds 能 找到 的 话 , 那么 就 能 够 实 


现 解析 开拓 了 ， 如 例 2 中 由 每 级 数 也 所 确定 的 函数 户 (9) 
一 本 ,只 有 当 Di 是 |z] <1 时 才 成 立 ， 此 外 , 我们 将 全 平 
而 上 除去 2 一 1 的 区 域 记 作 Ds， 而 栈 数 户 (2) 一 了 在 也 
解析 , 且 在 DD 上 有 天 () 一 记 
看 作 久米 由 移 级 数 所 殉 定 的 本 数 太 (2) 的 解析 开 折 


ee i 二 [是 


引起 什么 混乱 ， 如 全 2 中 的 FG) 7 即 是 ， 只 是 
它 在 |z|<1 上 才 可 以 展开 为 <=0 的 泰 勤 级 数 . 

【 例 租 设 f(D) lalie 2 在 区 域 Ds O<argz<zm 
解析 ; 函数 f2(2) 一 1z 在 区 域 Ds TE <args<3 m 上 
解析 ， 显 然 在 4 一 Di 访 上 上, 即 在 号 <argz<r 上 , f4 (2) 一 
fa(z), 因此 ,函数 


fC2), Oarg wT 
PIE) oY fl 一 2)， 民宅 (5) 
Jp)， TATE 二 pi 
Es 3 
四 Fl) = i¢|o 7, 0<args< x 


一 外 5 有 8 一 


就 是 解析 函数 . 
从 例 2 及 例 4 可 以 看 出 : 原来 的 函数 户 ( 轨 星 然 只 定义 在 
区 域 D: 上 , 只 是 出 二 这 两 个 函数 “本 质 上 都 很 好 ， 所 以 可 以 


进行 解析 开拓 . 
@ 下 面 给 出 一 个 通过 边界 进行 解析 开拓 前 
， | 。 定理 ， 
定理 2 设 区 域 D 与 Ds 有 公共 边界 


6-2 Ts, 它 是 一 条 逐 段 光滑 曲线 (图 6-2)， 设 责 
数 话 (在 Di 内 解析 ,在 Di- 本 s。 上 上 连续; 荡 数 fa(2) 在 Ds 内 
解析 ,在 Ds 十 Tis 上 连续 , 且 满 足 fC2) = 万 (2)，sEFaa 则 涝 
数 


fi1(%), *ED,; 
F(g)}= 1 f1(2) = fa(2), z E12; 《6) 
az， zE Ds 


是 区 域 卫 = 五 十 Fa 十 玉 上 的 单 值 解析 函数 . 

【证 】 显然 , 三 个 集合 D1, D, 与 Tas 互 不 相交 , 且 构 成 
一 个 区 域 D= D+ 了 s+Ds, 困 此 函数 请 (z) 是 区 域 吕 上 的 单 
值 函 数 ， 

当 zEDG=1, 2) 时 , F(z) 二 J,《z)， 因此 育 (z) 解 析 ， 莘 
下 只 要 证 明 : 对 于 任意 的 zETao 汕 数 了 (2) 在 :一 如 处 解析 . 
设 加 ETis， 显 然 存 在 惹 加 'z 一 2w| 所 pb， 它 完全 居于 卫 。，。 下 面 
证 明 :对 于 圆 i 一 so| <p 内 的 任意 点 ,有 

PO -gi TE lal<p O07) 

为 闻 , 我 们 将 7) 的 积分 路 线 分 解 为 两 个 了 闭 曲 线 荆 1 与 了 。 
上 的 积分 之 和 , 其 中 7 由 属 宁 DD 内 的 圆周 5 一 各 | =p 以 及 
网 | 一 zo|<<p 内 Tis 上 的 弧 所 构成 ; Ts 由 属于 DD; 内 的 赂 局 
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|¢—zo| 二 p 以 及 图 [~—zo| <p 内 fi 上 的 弧 认 构成 . 这 样 ， 
对 任何 *zE ia 不 妨 设 2E Di 

m=min(p— |?—w|, min |2—#"|), 
则 贺 i 一 z| < 总 上 -就 完全 属 丁 六， 因此 , 应 用 柯 西 定理 及 柯 
西 公式 , 得 到 


| dt 
TY es0l=p bY 
= ft = ft 
mo 一 2 
一 上 工 ye) 1(&) 
-元 = | < 到 下 Ge 
=f1(2) —F ee 


同样 可 以 证 明 , 公式 (9) 对 zE Ds 也 成 立 ， 余 下 的 还 要 证 明 公 
式 (7) 对 于 任何 zoET1s 也 成 立 ， 为 此 , 对 于 任何 z EDi, 考虑 
Fo)—aLi| Pe) a 


人 20% IE—%o|=p Eg 


-a Foal) FO 


le-zal=p CO—% 2 mle-srol=p CC— Zo 


1 
7 FO ny 或。 
由 此 利用 第 四 章 中 证 明 高 阶 导 数 存在 的 方法 ， 可 以 看 出 ， 当 
zs- 为 时 ,右边 积分 的 极限 为 零 ， 因 此 (7 对 于 z=zoEs 也 
成 立 . 
再 次 利用 证 明 高 阶 导数 存在 的 方法 , 从 公式 (得 到 


1 _FOO) 
P(e = pe wp (人 一 2 2) 全 


这 就 证 明了 (z) 在 +=w 处 的 解析 性 ， 卫 
定理 2 中 的 函数 厂 (z) 也 称 为 函数 及 (2) 越过 区 域 D; 的 
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lz—zo| <p. 


边界 缴 Tss 到 区 域 也 一 功 十 Ta Ds 的 解析 开拓 ， 或 称 函 孝 
fs(z) 越 过 区 域 Do 的 边 果 用 了 13 到 区 域 号 一 DD 十 s+Da 的 
解析 开 殷 ， 或 称 函 数 及 () 与 f(x) 越过 Z's 互 为 解析 开拓 . 
根据 唯一 性 定理 , 这 种 解析 并 扣 也 是 唯一 的 .同上 而 一 样 ,如 
果 有 了 阔 数 广 (z) 及 解析 性 区 域 D,, 关键 是 要 寻找 区 域 Ds 中 
的 解 术 函数 J2(%) 及 刻 与 Ds 的 公共 强 2"13， 它们 满足 定理 2 
中 的 条 件 ， 如 果 这 样 的 函数 fe(z) 及 区 威 Ds 可 以 找到 的 话 ， 
则 就 可 以 越过 Di 的 一 部 人 全 本 机 sh 


[ 例 5】 设 记 (2z) 一 [ie 革 六 (Oargs<T); Fo 一 


[sz 2884 (w<amgz<27)， 这 里 区 域 DP 为 上 半 平 面 ，D。 
是 下 半 平 面 ， 而 了 313 为 负 实 轴 ， 显然 ， 一 数 


f1 2), 0<arg2<n; 
1 
ro-j re = fal2s) 一 人 |2 3, ar 名 zi 
Jafz)， ATF YL2T. 


丰 区 域 D= Di 了 Tis+D, 上 解析 , 且 显 然 吕 是 区 域 0-arg < 


2x. 我 们 也 可 以 将 了 (2) 写作 所 (2) 一 1z|3e' 守 ,只 是 在 开拓 
后 ,其 定义 域 已 经 是 区 战 0-<argz<2r。 它 是 多 信 遂 数 忆 = 
V3 的 一 个 单 值 解析 的 分 支 . 


1. 乙 解析 开拓 的 基体 方法 


上 面 执 其 个 定型 只 是 在 原则 上 提供 了 两 种 解析 开拓 的 方 
法 ， 下 面 介绍 两 个 具体 的 方法 : 
定理 8( 黎 党 - 施 瓦 效 对 称 原理 ) 设 区 域 上 D 在 王 烤 平 面 
上 , 它 有 一 段 边界 站 在 实 轴 上 ， 函数 .及 (2) 在 DD; 内 解析 ， 在 
Di+ 了 7 了 1 上 连续 ， 上 且 在 71 土 取 实 数值 ， 则 可 以 构成 一 个 区 域 
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Ds, 它 与 DD 关于 实 轴 对 称 , 函数 .Pa(z); 


fal2) 一 fil2), zx€E Ds+ Ti {8) 
在 Ds 解析 ,在 Da-rz3i 上 连续 , fa(2) =f3(2), 2 人 ED, 且 苑 数 
f1(%), ED yt 


FP) =4 fu) = f2(2), ZE (9) 


fagz)， 2€E Ls 
就 是 区 域 也 -Di+Ta+D。 上 的 单 值 解 -a 


析 函 数 . oT 
【证 】 首先 ， 三 个 集合 Da、 及 Re 

Ds 互 不 相交 ， 且 当 zE 时 ， 由 函数 

(Ge) 前 定义 式 (8) 及 定理 的 条 件 , 就 有 


Ja 四 一方 (7) 一 户 (2) 一 户 (2)， 
因此 ,公式 (9) 确 定 了 一 个 单 值 通 数 万 (2) ， 
设 加 EDs, 则 z0ED, 所 以 下 (z0) 存 在 ， 因 而 有 
lim ols 2 2)—fatzo0) lim Ee JN 


~ 
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-lim (LE -fl zo o) ) FY 


二 
这 表示 诅 数 fs(?) 在 Ds 中 解 术 ， 比 外 , 汝 zxoEra 时 ,有 
lim ja(z) = lim Pi(z) = f (80) = fulzo) 


Ey seER; 了 
一 户 (zo) = fs(20). 
这 就 证 明了 函数 /2(2) 在 2 一 soSE 荆 的 连续 性 . 
最 后 , 利用 定理 2 就 证 明了 此 定理 .】 
注 1 从 函数 f(z) 的 定义 式 (9) 看 出 : 函数 请 (z) 在 关于 
实 输 的 对 称 点 上 到 到 的 值 也 关于 实 办 对称， 因此 这 种 开拓 就 
称 为 对 称 开 括 。 
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注 2 定理 8 还 可 以 推广 ， 设 区 域 是 位 于 某 条 直线 
Oi 的 一 边 , Di 有 一 般 边 界 在 O11 上， 又 设 画 数 广 (2) 在 DD， 
内 解析 ,在 Di 十 TI 上 连续 ,日 在 C4 上 的 取 值 在 % 平 面 的 菜 条 
直线 五 上, 出 函数 有 (2) 可 以 越过 Ca 解析 开拓 到 Di 关 填 直 
线 Ca 对 称 的 区 域 Ds 中 去 ,是 开拓 后 的 函数 FPF 在 关于 0 的 
对 称 点 上 到 的 什 关 于 直线 五 也 对 称 . 这 个 推广 留 给 读者 证 
已 证 明 . 完 理 3 还 可 以 推广 到 Ca 与 5: 都 是 周 统 的 情况 ,这 
将 在 第 七 章 中 再 论述 这 个 问题 . 

下 面 责 介 绍 另 一 种 其 体 升 拓 的 方法 一 一 短 级 数 开 拓 法 : 
设 函 数 有 (2) 在 区 域 Di 解 祈 , so。E DD, zo 到 了 D 的 边界 8D 的 距 
离 为 


pfzo)=Iin ]z 一 如 | ， 
EE 


显然 2 一 zo1 <<p (ww) ED， 且 圆周 |zx 一 zo| 一 p(w0) 与 边界 3D 
至 少 相交 平一 个 点 ， 琐 数 族 ( 疏 在 |* 一 %o| < 之 p(%o) 解析 ， 因 而 
根据 第 三 章 第 四 节 定 理 3 它 在 :=x 处 有 展开 式 


[AOD (e 一 ao (10) 


呈 其 收 化 半 径 之 plzo)， 这 里 可 分 两 种 情况 : 
1) 五 =ptlzo) (图 6-4g)。， 此 时 ， 出 下 面 证 明定 理 4 及 定 


四 R>p (z0) 


图 6-465 


理 后 的 方法 可 以 看 出 : 在 | 一 2 一 p(z) 与 边界 8D 的 交集 工 
上 ,至 少 存在 一 点 名 , 溺 数 六 (2) 不 能 经 过 z= 的 邻 域 由 区 域 
Di 解析 开拓 出 去 ， 即 不 存在 % 一 纪 的 令 域 Da 及 Ds 内 的 解析 
函数 f2(%), 使 得 在 Di Ds 上 有 fo 人 (2) = 放 (2)， 

2) 吾 >Pfzo) (图 6-45)。 此 时 西数 六 (z) 可 以 越过 荆 解 
析 开 拓 上 出 去 。 因此, 由 震级 数 (10) 所 确定 的 函数 户 (2) 就 在 贺 
|> 一 2| 过 骂 内 解析 了 ,而 这 个 国 包 有 工作 为 内 点 , 也 包 有 Di 
的 外 点 。 此 外 ,在 已 |z 一 和 | 之 号 上 有 fz(x) 二 用 (x)， 这 是 
因为 函数 fs(2) 及 了 1(z) 都 在 Din |z 一 zo| 过 RR 内 解析 , 在 其 子 
区 域 |z 一 w%| <<p(zo) 上 fa(%) 一 fi(z) 由 唯一 性 定理 所 得 到 ， 
这 样 一 来 ， 函 数 六 (2) 就 可 以 解析 开拓 到 区 域 DU 1z 一 w‰| 去 
R. 


[ 例 6] 考虑 例 2 中 由 备 级 数 忆 在 |: <1 中 所 确定 


的 函数 及 (2) 一 了 二 及 区 间 (0, 1) 中 的 任何 点 a0, 显然 有 


i i 1 Ee 人 一心 yn 
Um CD 
其 收 误 半径 ”五 = Hl. 
rr 


De 
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另 一 方面 , p(zo)= 工 一 5o. 因此 R= 一 p(z0) 且 1x 一 20| 一 1 一 wo 与 
|z| = 只 名 交 于 一 点 z=1( 见 图 6-5a)。 这 是 属于 上 面 的 第 
一 种 情况 ， 因 此 函数 了 二 不 能 在 |z! <1 中 经 过 sl 前 邻 
域 开拓 出 去 , 这 是 很 显然 的 。 现存 再 考虑 其 介 任何 点 %E -0， 
了 ,显然 也 有 
ee 1 (2) 4 
1l—z (1-20) 一 人 一 20) (一 ao (12) 


此 时 , 告 级 数 (12) 的 站 化 半径 为 
1 
R= 一 一 一 一 一 一 一 |1 一 和 |。 
Yr 

而 p(so = 1 一 |%! .因为 ao 筷 -0 1， 所 以 有 B= 上 一 5 > 
1 一 和 | ( 见 图 6-58)、 这 是 属于 上 面 第 二 各 情况， 这样 一 米 ， 
函数 户 (3) = 十 就 可 以 通过 网 14 一 6| 二 |1 一 so| 从 2; 二 1 
解析 开拓 出 去 了 ( 见 图 6-55), 开拓 后 的 匡 数 也 (2) = 一 二 一 误 
在 区 域 (|z| < U (|z 一 %] 之 |1 一 zo1) 上 解 新 . 

这 里 对 解析 开拓 后 的 函数 (%) 一 了 二 还 品 以 有 进行 
解析 开拓 , 这样 反复 进行 下 去 容易 得 到 函数 一 在 全 于 
面 上 除了 *= 工 以 外 解析 . 

为 了 区 则 能 够 开拓 出 去 的 边界 点 及 不 能 开拓 出去 的 边界 
点 ,下 询 引 进 正则 点 及 奇 点 的 概 人 

定义 2 设 说 数 了 (2) 在 区 域 卫 内 解析 .对 于 区 域 刀 的 边 
界 9D 上 的 任意 点 za， 若 存在 一 个 在 *= 加 的 邻 域 ,一 加 | <p 
上 的 解析 函数 gos(z), 它 在 区 域 (| 一 zo| <<p) nD 上 取 值 等 于 
f(z)， 则 称 和 是 函数 /2) 的 正则 点 ， 若 这 样 的 解析 函数 


Pet?) 不 存在 , 则 称 如 是 函数 六 2 的 寺 志 。 
从 定义 可 看 出 : 洲 如 是 正则 点 , 则 函数 f(s) 开 以 通过 2 一 
% 的 邻 域 解析 开拓 出 去 .。 这 是 办 沟 区 域 DU (Iz 一 zo1 达 p) 包 
有 也 的 外 点 , 且 函 数 
JE 已 ; 


Eg) -1 
Pel2), |2- Z| <p. 
就 在 区 域 DUC|z 一 zo| -<<p) 上 解析 . 从 定义 还 可 看 出 : 正则 点 
不 是 扳 立 的 ， 风 为 (1: 一 %| <p) 站 2D 上 的 等 一 点 都 在 区 城 
力 U 《x 一 为! 之 Pp) 中 ,所 以 每 一 点 都 是 正则 点 ; 若 zo 是 了 G2) 的 
奇 点 , 则 函数 了 32) 就 不 能 通过 2 的 邻 域 开 扩 出去， 奇 点 可 以 


是 孤立 的 ， 和 如 例 6 中 的 函数 了 二 =， 1s| <1, 就 以 2~1 为 预 六 


3 

上 述 概 念 也 适用 于 区 域内 点 的 情况 ， 若 函数 (2) 在 z= 
zo 解析， 则 称 zo 是 它 的 正则 点 ， 著 “6 是 了 (2?) 的 弧 立 奇 点 ,并 
当 z 是 可 去 次 点 时 , 它 就 可 以 看 作 是 正则 点 ; 若 2 是 极点 或 
本 性 奇 点 时 , 则 26 是 奇 点 . 

对 于 在 圆 内 的 解析 了 叉 数 ,有 下 面 壬 级 数 开拓 的 定理 ， 

定理 和 设 厨 数 f(z) 在 圆 |z 一 | 之 p 内 和 解析， 为 & 1z 一 
Zo| <p, 


f=- a (18) 


er nl 
出 要 使 朝 级 数 (13) 的 收 敏 半径 忆 >p 一 国 一 如 | 的 充 要 条 件 是 
点 加 一 加 士 Peacee tl 是 正则 点 . 
{证 】 必要 性 : 设 总 >p 一 12 一 2 风寒 级 数 半 3) 的 收 伍 
加 |2 一 | 天 五 中 就 包 有 点 和 一 2 二 peace 人 作为 内 点 名 
包 有 |z 一 如 | >p 中 的 点 ( 见 图 6-6)， 设 级 数 (13) 在 |z 一 各 | 过 
尽 内 闭 一 致 收 敛 到 解析 函数 五 (四 ， 取 2 一 因 的 小 邻 域 8(22)， 
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全 人 (za CClz 一 | 二 及 )， 当 %ES(z9) 时 , 取 (2 一 冲 (2. 讶 
xz 和 二 一 ( |* 一 如 | 过 p) 站 5(2z)， 现 在 证 明 9g,(2) = 了 (2). 事实 
上 ,函数 五 ( 纪 与 2) 都 在 区 域 4= 《lz 一 zo, 二 p) 站 5 一 好 | 到 
吾 ) 上 解 本 ， 在 加 《|z 一 为 之 0 一 | 入 一 各 17 己 @ 上 有 BZ) 
了 (2)， 因 此 很 据 唯 一 性 定理 , 在 8 上 就 及 (2) 一 了 J(*;。 和 内 十 
三 忆 & 因而 在 中 上 就 有 ga(2) 一 了 (2) -f(x)， 这 表示 24 是 下 
则 点 . 

充分 性 ; 设 如 为 函数 了 的 正则 点 , |2 一 如 | *p, 因此 在 
在 函数 pasf2)， 它 在 12 一 ?ol 过 ps 上 解析 , 且 在 四 = (2 一 如 | 二 
品 ) 门 (|* 一 因 | 之 p2) 上 上 gl2) 一 (2) ， 这 样 一 来 , 函数 


Py 
( Za = Zo perorie to 
2y 了 
Na SS 它 二 一 它 


图 6 图 4.7 


引 | pt pe arto st 


i f(z), | 一 2 <p; 
oy |2—22 | <p2. 
就 在 区 域 D= (|z 一 %! <p) U 《12 一 za| 过 ps 解析 显然 存 在 
圆 1? 一 sj 二 吾 , 它 包 有 为 其 内 点 , 且 全 部 位 于 区 域 刀 中 ( 见 
轿 6-7)， 函 数 有 (2) 在 2 天 处 的 泰勒 展开 式 的 系数 为 


Fo) 2) 
nl nl “ 


因而 级 数 (13) 的 收敛 半径 就 是 也 (z) 在 ~ 名人 处 展开 的 泰勒 级 
数 的 收 敏 半径 。 它 至 少 等 于 有 R。， 由 于 为 E12 一 身 | 达 局 因而 


(13) 的 监 伍 尘 径 宇 R>p 一 !2 一 zo|。】 
推论 ”要 使 点 入 一 如 十 pews 是 奇 点 的 充 要 条 件 丰 


R= 


1 
0 | 一 20.. (C4) 
He | ea 
如] 


扎 们 co 


圭 级 教 译 确 年 的 承 数 f(%) 在 收敛 圆周 土 是 否 每 一 点 都 
是 正则 点 呢 ? 管 案 是 否定 的 ,这 及 面 的 定理 ; 
定理 5 设 窜 级 数 


Bae)" =f(2), | 一 和 | <p (15) 


的 收敛 半径 是 p， 则 函数 2) 在 收敛 贺 周 1* 一 %| 二 p 上 必 有 
奇 点 . 

【证 】 町 反 证 法 : 设 圆 周 jz 一 zol 
二 p 上 的 每 一 点 2 二 & 都 是 正则 点 ， 则 
根据 定义 ， 存 在 :一 《 的 邻 域 SC> 上 
的 解析 函数 p:(2)， 它 在 区 域 d. 一 (|z 
一 20| 二 p) 人 SQ)) 上 等 于 fCz)， 所 有 
这 些 贺 S 必 ) 的 集合 S= {S56)| 1 一 期 6 
20| 二 p} 就 覆盖 了 国 周 |z 一 zo| = pP， 根 据 第 一 章 中 的 履 辣 定 
理 ， 从 总 中 可 以 选 出 有 限 个 网 SC 人 一 2 m%), 它们 
全 体 仍然 覆盖 回 周 |z 一 ;| 一 p。， 这 些 圆 可 以 粗 交 , 设 有 CD 与 
SC 相交 , 记 作 Cr SC))( 见 图 6-8). 现在 要 证 明 

Pr,(2) 一 Peif(2]， 2 人 0 ES NS), 

事实 十 ， 当 2ESCD NN (Cz 一 | 过 PD) 时 ，,(2) 一 了 (8) 当 zE 
SE) NN (zz0| 之 Pp) 上 时，9;(2) 一 了 (2 孝 当 #2E 虽 一 S60 们 
SD NC PN, ge = 了 (3) 一 es(z)， 由 于 SC 旭 与 
SC 让 交 , 因此 dz 是 非 空 的 , 旦 属于 多， 根据 唯一 性 定理 ， 


在 上 就 有 Pes(2) = Pe(2) 。 
这 样 一 来 ,我 们 构造 函数 
F(z) = 
(9 人 2ES(E) (人 一半， 2 %), 
它 就 在 区 域 轧 = (| 一 | <p) + 之) SC) 上 单 值 解析 ， 事实 


上 ,对 于 任何 2ED, 若 > 属 于 定义 忆 的 w+ 个 区 域 中 的 任 
意 几 个 区 域 中 , 由 根据 上面 证 明 的 事实 , 函数 在 这 些 区 域 上 的 
值 都 和 等 ,因此 是 单 值 消 数 ， 祭 于 解析 性 , 是 显然 前 . 

更 显然 地 ,区域 如 包 有 闭 辐 12 一 ;%| 拟 p, 因此 包 和 有 一 个 比 
1z 一 如 | <p 更 大 的 罗 jz 一 和 | <p 《p>p)， 圣 数 五 (2) 在 时 
1z 一 加 | 三 p’ 中 于 z= za 处 展开 成 泰勒 级 数 的 系数 
一 Co) Fo 


所 221 1 
即 级 数 (15) 的 疏 么 半径 Rp' ~p， 而 这 与 是 级 数 (15) 的 
收 化 半径 的 假设 相 韦 盾 . 这 说 明了 反 证 假设 不 对 .从 而 定理 
得 证 .1 
应 用 解析 开拓 的 慨 念 可 以 看 清 一 些 事实 的 本 质 ， 邵 实 廿 
数 
fr) 一 人 去 a 


在 整个 实 轴 上 有 无 穷 多 级 导数 ,但 它 在 4 二 0 处 展开 成 泰勒 级 
数 


f (9) = 一 (一 mm (lz <D (16) 
时 ， a 因为 若 其 收敛 六 色 召 > 二 则 客 级 数 
> Dn FS) 


就 表示 一 个 在 |z| <<B 中 的 解析 函数 了 .。 最 然 , 它 在 |z| < 
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1 1 1 
也 从 |z| <1 到 1s < 有 的 解析 开拓 ， 但 


5 站 
lim F(2) = lim -一 
NE 


这 就 违反 了 了 (2) 在 := 十 ; 处 解析 的 事实 ， 因此 ,由 于 画 数 
本 二 在 平面 上 的 解析 开拓 了 + 在 4 二 土 和 处 有 奇 点 , 放 合 
得 它 的 级 数 展开 式 (16) 的 收敛 半径 为 L， 这 个 事实 在 实数 域 
中 是 看 不 出 来 的 。 因此 ， 复 变 函 数理 论 就 使 我 们 能 更 好 地 了 
解 事物 的 本 质 . 

下 面 举 一 例 说 明 ， 不 是 任何 一 个 解析 函数 都 可 以 从 它 的 
定义 域 中 解 术 开拓 出 去 . 

【例外 级 数 

J 一 避 六 (lz| < (17) 


的 收敛 加 是 jz! <1, 它 记 确定 的 函数 (2) 在 收 伍 回 周 |z| = 工 
上 每 个 点 都 是 它 的 奇 点 ， 

解 : 容易 看 出 : 若 令 om 一 1 当中 = 轩 时 ,om 一 0 当 砚 闻 
财 (%=0, .; i 由 


Pe J = 一 一 ]， 
lim~v Cm 
因此 级 数 人 41) 的 收敛 尘 径 为 上 
首先 证 明 z=1 是 f(z) 的 硒 点 。 用 反 证 法 : 霞 设 不 然 ， 


则 存在 ?=1 的 邻 域 SOD 及 5S(D 上 上 的 解析 五 数 pi， 它 在 
SOD NOzl<l 上 等 于 f(x)。. 由 东 得 
lim je) = lm (2) =9(D), ~ (18) 
Ft 让 
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另 一 方面 ， 对 级 数 (17) 的 任何 部 分 和 S42) = 于 十 江干 十 …* 
十 2?”, 有 
lim S,(%) 一 lim 二 二 二 十 4p) 一 mw 十 1， 


T=1—t} 
因此 , 任 给 s>0, 看 在 数 6(m), 使 得 当 z>1 一 SO 时 ,有 工 十 
人 十 2 一 下 wn 鸯 紫 六 (2) 之 1 这 
就 表示 | 
li f(%) -上 oo， (19) 


极限 (19) 是 与 (18) 相 巴 盾 的 ,办 此 :==1 是 前 数 了 (2) 的 奇 点 . 
现在 证 明 *= 半 的 任何 和 次 根 六 / 工 也 都 是 Ce) 的 奇 
大 一 宕 十 富 十 村 逢 了 十 2 十 生 十 … 
一 各 十 各 二 2 十 (2 十 (22 天 十 -… 


一 和 和 二 (2z2) (20) 
因此 , 当 2 一 6 /工时 , 即 关 一 > 工时 ,就 有 
lim f (2*) = 十 ce。 (21) 
让 宙 


从 而 由 (20) 及 (21) 就 得 到 

lim f (2) = lm 各 十 入 一 十 2 十 fz) 二 十 20, 

WE jE 
这 样 一 来 ,可 以 同上 面 一 样 , 证 明仁 何 一 个 根 £~= ”V1 都 是 
函数 f(z) 的 奇 点。 出 于 楚 是 任何 自然 数 ， 所 有 的 点 oC 
一 0, 工 … 太一 再 交 = 2, 在 圆 半 |z| =1 上 秽 密 , 因 琵 
贺 间 jx| = 工 上 的 等 一 点 都 是 .ffz) 的 奇 点 ， 了 


习 题 6:1 


TI 设 葡 数 sinz 定 义 在 |s|<I 上 ,试用 两 种 方法 将 它 解析 开拓 到 全 平 
面 . 
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他 


*5, 


- 实 轴 上 的 单 值 实 函 数 于 能 否 解析 开拓 到 复 平面 上 去? 
， 试 刘 明定 理 3 的 注 2 
: 设 区 域 D 的 边界 上 有 一 段 直线 段 廿 , 浮 数 (在 也 内 解析 , 在 DD 


+ 工 . 上 连续 ,上 且 当 zE 卫 时 ,f(z) ==0， 斌 证明 f (二 0， 

设 区 域 Di 在 实 轴 的 一 边 , 其 边界 有 一 段 为 实 训 上 上 的 线 侦 工 、 若 画 
数 x， 护 在 区 域 Di 内 调和 ， 在 Di 十 玉 上 连续 ， 且 当 zE 工 时 ， 
ww, 用 一 0 求证: 函数 wz, 幼 可 以 经 过 天 调和 好 开拓 到 D1 关 
于 线 个 工 所 对 称 的 区 域 Da 上 去 ， 即 存在 区 域 总 十 合十 De 上 的 调 
和 雍 数 , 它 在 呈 + 荆 上 的 值 等 于 w《z, 幼 。 


， 证 明 昂 数 


f(ay 一 工 十 py 
在 收敛 罚 周 13| =1 上 每 点 都 是 奇 点 . 
[提示 ; 考 陪 点 o* 宫 其 中 p 与 9 是 正 整数 ,这 些 点 都 是 交点 .] 


.证 明 始 数 


_ < 2n+9 
10 2 ttm 
不 能 从 |z| <1 解析 开拓 出 去 . 
[提示 ; 考虑 逐 项 导数 .] 


第 二 节 ”完全 解析 函数 与 黎 曼 曲面 


2.1 完全 解析 函数 的 概念 


若 光 数 在 区 域 D 内 能 析 , 且 区 域 了 的 边界 3D 上 每 一 点 


都 是 它 的 奇 点 , 则 它 就 不 能 越过 区 域 避 的 任意 一 部 分 边界 解 
桥 开 拓 ; 车 在 2D 上 有 正则 点 ， 则 紫 闫 数 就 可 以 越过 边界 9D 
解析 开拓 出 去 .对 开拓 后 得 到 的 函数 及 区 城 , 还 本 以 再 研究 
它 能 否 进一步 解析 开 扩 ， 这 样 , 就 可 以 不 断 虑 解析 开拓 , 一直 
到 本 能 开拓 为 庄 。 为 了 刻 划 这 个 事实 , 沉 要 引进 完全 解析 耳 


se 


数 及 自然 边界 这 两 个 概念 ， 为 此 首先 引入 解析 元 素 的 概念 

定义 1 设 函 数 f(z) 在 中 心 为 = 加 点、 半径 为 7 的 六 
Sr(zo) 内 解析 , 则 称 {Sc《z0),， f(z)} 为 一 个 解析 元 素 ， 或 者 更 
一 般 地 , 设 枫 数 .六 2) 在 凸 区 域 9G"? 内 解析 , 则 称 {GF,， f(z)} 为 
一 个 解析 元 素 ， 两 个 解析 元 素 {Ga, 记 (2)} 与 {Gz, fa(2)} 当 
是 弘 当 y=Gs, 记 (2) 二 fa(%) 时 , 才 认 为 相等 . 

定义 2% 1) 设 有 两 个 解析 元 素 {G3, f1(2)}. {G's, f5(2)}， 
若 后 与 Ga 的 交集 所 是 非 空 的 , 且 福 4 上 记 (3) =fo(z)， 则 
称 {G3, (2) 或 {Gs fst2)} 中 的 伍 意 一 个 解析 元 素 为 男 一 
个 的 直接 开 扫 ,或 称 它 们 互 为 直接 开 福 . 

如 果 存 在 帮 限 个 解析 元 囊 好， 六 (} 《Tssism)， 它 全 
依次 地 互 为 直 皖 开 折 ， 且 Ga = G， 广 (2 兰 六 2 也 一 好 
fa(2) 三 p(x)， 则 称 两 个 解析 元 素 {但 , f(z)} 与 亿 ，2(2)} 互 
为 间接 开拓 .有 时 也 称 这 两 个 解析 元 素 中 的 任意 一 个 为 另 一 
企 的 同 接 开 托 ， 显 然 , 间接 开拓 包含 宜 接 开拓 , 有 时 统称 为 解 
析 开 拓 . 

32) 车 两 个 解析 元 素 {Gs，f1(2)} 与 {Gas，f(2)} 中 的 区 
域 FH (% 一 1, 2) 除了 有 一 段 公 共 边 界 7 可 以 认为 是 逐 段 
光滑 上 曲线) 以 外, 不 相交 , 且 天 (2 在 外 十 入 上 连续 全 = 2)， 
在 荆 上 有 f(z)=fa(z?)， 则 也 称 这 两 个 和 解 术 元 素 互 为 直接 开 
拓 ， 炎 似 地 也 可 以 引入 间接 开拓 的 概念 . 

[ 例 卫 考虑 两 数 

fxs) =1n 2:+%args, 


和 TE 轩 x (2345) (0 


*) 设 辟 为 一 集合 ; 舱 宛 EB, 22EB, 并 与 各 的 联 线 加 各 出 属于 如 则 称 妊 
为 吾 条 . 


显然 ,它们 依次 地 互 为 直接 开拓 和，{0<arg ?<w, f1(2)} 号 
性 wargs< da, A 

就 互 为 间接 开拓 了 、 这 样 ,尽管 在 第 一 象限 上 对 应 同一 点 , 函 
数 (2) 与 fotz) 的 取 值 可 以 不 等 。 如 果 按 定义 2 中 的 3) 来 
理解 解析 元 素 {0<argz<w, 有 (2)} 与 {zm<argz<2n, 
faC2)}、 人 2 和 azgz<3m fs()} 就 依次 地 互 为 直接 开 拓 ， 而 
{0<argz<zm， i100)} 政和 2<argy<3F， 产 (2 就 可 以 看 
人 所 为 间接 开拓 . 

从 例 1 看 出 ; 通过 间接 开拓 ,就 可 以 得 到 
多 值 函数 . 

如 果 稍 微 改变 一 下 定义 1， 开拓 以 后 也 
可 以 得 到 多 值 函 数 . 设 区域 六 与 D， 的 交 
乐 g&- Din Ds 是 由 两 个 连通 区 域 da 与 de ”上 因 ? 
所 组 成 ( 见 图 6-9), 通 数 fz) 在 D, (2%=1, 2) 上 解析 , 且 在 四。 
上 ,fi(2) 二 fa(2)， 考虑 函数 | 


f1(2), 2€E DD — ds; 
ee 一 Fa(zJ，2Gdas 
f2(2), EDs— ta— diz, 
其 中 Qs 是 d1s 加 上 其 注 从 点 的 全 体 所 构成 的 点 集 、 显 然 函 
数 F(z) 在 区 域 D+ Ds 一 路 s 上 单 从 解析 ， 供 若 考虑 汝 数 


f102), z€E D1— a; 
Fal2) 一 4 六 人 ) = fa(2), 2E do; (2) 
fal%) 3 2€ Ds— 1a, 


则 它 在 区 域 卫 =Di 十 D。 上 就 不 一 定 是 单 值 瑚 数 了 ， 这 是 因 
为 当 xzEGs。 上 时 , 劝 数 Fst%) 可 以 取 值 fi(*)， 也 可 以 皮 值 
fa(2)， 且 若 及 (2) 关 fa( 四 时 ,就 得 到 两 个 值 ， 如 在 例 1 中 , 设 


肪 一 10<arg2*<z, 函数 六 (人 一 到 |z] 十 iarg% 区域 


5 
Do- 停 <arg :< 号 = 


函数 产 (2) 一 In1s| 二 barg%, 则 在 第 二 象限 上 , 它们 的 值 相等 ， 
但 是 在 第 一 象限 上 , 它们 的 值 不 等 。 因而 由 (2) 网 定 的 函数 
?2(2) 在 第 一 象限 上 就 得 两 个 值 , 这 样 就 得 到 了 多 值 函 数 . 

在 上 述 情况 下 , 我 们 仍然 可 以 研究 其 解析 性 质 , 这 只 要 预 
先 规定 Fak2) 在 di 上 的 值 是 函数 六 (2 必 户 (2) 中 的 一 个 就 
可 以 了 ， 这 样 它 也 就 存 史 2 上 解析 了 ， 在 这 种 意义 下 来 理解 
函数 za(2) 的 解 太 性 质 当 然 就 比较 复杂 了 ，。 我们 可 以 设想 ; 
把 函数 f1(2) 与 Pak 取 值 相同 的 区 域 精 合 起 来 ， 而 对 丽 数 
万 (二 与 fa(2) 了 到 值 不 同 的 那些 区 域 不 加 精 合 ， 看 作 两 层 . 这 
样 构成 的 “广义 区 域 " 就 称 为 曲面 在 这 样 设想 的 情况 下 , 设 
在 ds 上 六 (z) 天 f(x?)， 则 在 导 。 上 就 有 两 层 ， 在 第 一 屋 上 规 
定 Fal2) 一 J1(2); 在 第 二 层 上 规定 Ba(z) =fo(2)。， 在 这 样 的 
规定 下 ， 画 数 C2) 就 在 上 述 的 曲面 上 单 值 解析 了 .对 于 例 
工 中 的 函数 ,在 第 二 象限 上 , 把 函数 详 (2) 与 fs(2) 的 定义 域 烙 
合 起 米 ; 在 第 一 象限 上 ， 和 由 于 户 (:) 半 fs(?)， 故 夺 作 两 层 ， 这 
样 就 得 到 一 个 曲面 


5 
0<arg ?< T, 


函数 az) =In12; 十 iargz 在 上 述 意 义 下 才 是 一 个 单 值 解析 
函数 . 
利用 上 面 所 讨论 的 一 些 想 法 ， 下 而 引进 完全 解析 滑 数 及 
黎 曼 曲面 的 概念 ， 
定义 8 设 有 解析 元 索 {Gh, (2)}， 考 处 它 的 余部 间接 
开拓 后 得 到 的 解析 元 素 的 集合 了 ,了 称 为 由 解析 元 素 {GF 
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户 (2)} 所 生成 的 完全 解析 函 才 , 记 作 五) .这 个 孤 数 的 定义 域 
为 总 = UG, 其 中 如 是 解析 元 素 吉 ， 为 (2 经 过 间接 开拓 后 
得 到 的 解析 元 素 好 , (2)}CY 所 对 应 的 区 域 , 记号 “U ”是 对 
所 有 的 如 求 和 ， 对 于 任意 点 各 ER， 规 定 画 数 了 (四 在 2 一 
处 的 函数 值 如 下 ; 考察 了 中 的 解 折 元 素 替 , 了 (2)} 所 对 应 的 
区 域内 要 有 一 个 %EG9, 则 各 所 对 应 的 (zo) 就 是 了 (2) 在 
z= 加 处 的 一 个 值 ， 全 部 (zo) 的 集合 就 是 玉 (2) 在 := 加 处 所 
取得 的 值 。 所 (2) 的 定义 域 吕 的 边界 称 为 完全 解 诉 耳 数 的 自 
然 边 界 . 
例如 ; 解析 元 素 


{lal<1, 电光 
的 完全 解析 冰 数 就 是 


其 定义 域 五 是 全 平面 上 除去 2 一 1 后 的 区 域 ,， 故 :二 1 是 自然 
边界 ;而 第 一 节 例 7 中 的 解析 元 崇 


1 过 总 训 | 

L ”人 
的 完全 解析 函数 

P= 3 Ca 


其 定义 域 鼠 是 | 下 <1 则 jz 1 是 自然 边界 . 

一 般 来 说 , 完全 解析 函数 可 能 是 多 值 函 数 。 在 下 一 节 中 
将 介绍 如 何 用 解析 开拓 的 方法 得 到 多 值 画 数 Yz 与 nz 及 其 
自然 边界 等 间 题 ， 下 面 证 明 ; 

定理 1 任何 一 个 完全 解析 通 数 的 定义 域 召 都 是 区 域 . 


【证 】 先 证 如 是 由 内 点 组 成 的 : 设 %ER， 则 各 必 属 于 
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六 中 某 一 个 解析 元 素 {他 ,了 (2)} 雇 对 应 的 区 域 全 ， 因 而 必 存 
在 为 的 邻 域 属于 会 . 但 QCER, 因 此 这 个 邻 域 也 必 属 于 有 E, 故 
为 是 吾 的 内 点 . 

再 证 召 的 连通 性 : 设 加 与 艰 是 吾 中 揭 丙 个 点 , 则 为 必 
属于 了 中 茶 个 解析 元 素 {G, f(2)} 所 对 应 的 区 域 信 而 纪 必 
属于 了 中 某 个 解析 元 素 {G*， 产 (2)} 所 对 应 的 区 域 HM。 按 
定义 , 解析 元 素 从 , 了 (2)} 与 {G*, "(2z)} 都 是 原来 确定 这 个 
完全 解析 函数 的 解析 元 素 的 间接 开 拓 ， 因 此 它们 也 必 互 为 问 
接 开 折 ， 所 以 存在 有 限 个 解析 元 素 {Gs, 了 (2)} 人 =1,，2, …， 
m%)， 其 中 相 邻 商 个 互 为 占 搂 开 抓 ， 且 多 …G, fi(2) 一 了 (2); 
= 分 ，fa(2) 一 产 ()。 按 定义 ， 所 有 的 GG (hn) 都 属 -二 
卫 ， 现 症 分 别 在 Ga 与 Ge 的 交集 中 划一 个 点 ws 一 
1 用 于 2 和 EGG -全 ,各 EG9s, 本 此 由 区 域 妇 :的 性 质 知 ， 
必 存 在 折线 acCG 连接 加 与 ;同样 , 因为 六 EGGo EG 站 
Ga， 所 以 世 必 在 在 条 线 五 CG。 连接 名 与 为， 这 样 一 直下 去 ， 
珊 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 最 后 必 在 在 折线 4 -G 联接 
与 Z。 这 样 一 来 折线 产 p…B 全 部 位 于 五 中 ,日 联接 zo 与 
Z.3 


巴 . 纪 黎 显 曲面 的 概念 


下 面 一 般 地 引进 黎 如 (Riemann) 曲 面 的 概念 : 

定义 和 对 于 上 面 引进 的 完全 解析 西数 五 (z) 及 其 定义 
域 已 设 > 是 吾 =UC 中 的 任意 点 ， 且 工 中 有 解析 函数 {G， 
了 (2)} 所 对 应 的 区 域 全 二 则 称 {2, f(z)} 是 一 个 黎 曙 点 。 当 
六 中 可 能 有 很 多 个 解析 元 素 所 对 应 的 区 域 包 有 z 时 ， 对 盯 
同一 点 z€ RB， 就 可 以 有 很 多 个 黎明 点 。 考 嵌 所 有 的 点 xEB 
所 对 应 的 全 体 黎 螺 点 的 集合 5. 对于 如 中 的 任何 两 个 黎 曼 点 
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{2b (2)} 与 {20， fa?)}， 当 且 仅 当 包 一 2 产 (2 一 产 (s) 时 ， 
才 认 为 这 两 个 点 相等 .这样 的 集合 总 称 为 完全 解析 函数 
瑟 (2) 的 歼 受 曲面 

我 们 可 以 具体 地 构造 一 个 歼 曼 曲面 :对 应 于 工 中 的 每 一 
个 解析 元 素 {Q，f (2)} 可 以 用 一 张 纸 截 出 一 个 区 域 G， 对 成 
于 工 中 所 有 的 解析 元 素 , 就 可 得 到 所 有 的 由 这 样 方法 截 出 的 
区 域 全 ,和 任 取 脏 = UG 上 的 一 个 点 ,车 在 2 所 属 的 一 些 解析 
罗素 {名 (2)} 所 对 应 的 区 成 @ 上 所 对 应 的 函数 值 j(2) 都 
相等 ， 旭 就 认为 截 出 的 这 些 区 域 @ 在 点 z 处 是 完全 粘 合 的 ; 
车 对 上 应 的 函数 值 不 问 , 则 就 不 加 以 粘 合 。 通过 这 种 粘 合 规则 
所 得 到 的 “曲面 "就 是 黎 曼 曲面 的 具体 体 志 ， 显然 , 对 于 区 域 
避 ~ UG 上 的 每 一 个 点 2， 可 能 很 多 层 纸 在 此 点 重光 ， 共 耕 
可 能 有 无 穷 a 区 人 完 


面 上 的 每 一 个 点 ， 就 只 对应 一 个 解析 元 家 人 9，7(a)} 所 对 应 
的 包含 此 点 前 区 域 @, 而 亢 数 72) 在 此 点 解析 。 有 时 也 称 歼 
受 曲面 的 边界 为 此 解析 通 数 的 自然 边界 . 
例 7 中 函数 的 完全 解析 函数 的 黎 曼 曲 面 就 是 [2| 
<1, 且 只 有 一 层 . 
下 而 研究 Vz 、Fuz 及 其 他 几 个 初等 画 数 的 匡 县 曲面 
[ 例 2】 水 由 解析 元 素 


{0<argz<xn， 户 (2) -|z|i 人 (wm 是 自然 数 ) 
所 确定 的 完全 解析 函数 及 兵 黎 总 曲面 ， 

解 : 用 解析 元 素 {0< 二 arg ?mn，f1(z)} 所 有 可 能 的 解析 开 
折 来 均 造 完全 解析 函数 ， 根据 解析 开拓 的 唯一 性 ， 它 们 可 以 
出 下 列 解析 开拓 来 实现 : 
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下 aT 人 2 3 
Ja(2) 一 | wo, F<arg < 了 rs 


1 par 
foals) = |s|"e % , wargr< 2 


1 :Ark 3 
Iz|™e " targ 2 mr; 
(2) = 
fa 2/ 二 1 jaArrz+2m TT 
|z| Ee ，0Q<arg2< ys; 
restex. 
fel) le, 0<agz<m， 
更 一 般 地 有 
去 4 2282 2 这 3 0. 
fatal%) [> fa 2 2 AT 2 
ee 
Fastrslz) = i21 "6 » Targ < 2 
EE 和 
|z| 5 Targe2 
fat (2 一 1 me 上 2 x 已 
|z|™e 四 ; Oarg zi -Ti 


HS De . 
六 GD+a(2) = |z|"e .0arg%<n 


《7 一 0， 1, 32,…: 且 了 := —1, —2, pp 

显然 ， 后 一 个 函数 是 前 一 个 的 宜 接 开 折 . 设 j>0,， 注意 

到 当 了 =% 一 工时 ,在 区 域 
名 所 ar 多 ?< 于 
上 ,就 有 
Ja =fuvrw+ti(z) = |2| 2e 二 (2), 

再 往 下 开拓 , 完全 是 重复 (四 、fs(2)、… 等 ， 所 以 只 需要 考 
虑 了 =0, 1，2,…, {mn 一 1 所 对 应 的 全 部 解析 元 素 妓 可， 而 这 
又 等 价 于 在 平面 0<arg2zs2r 上 对 应 着 的 % 个 值 
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1 Ff ares+21T 


ee (j=0, 工 …，(m 一 二 )。 (4) 
对 于 j 了 <0 的 捕 况 ， 也 可 以 化 到 { 活 所 对 应 的 个 信 ， 这样 所 
得 到 的 区 域 召 = UG 就 是 扩充 平面 上 除去 *=0 及 ?一 ce 后 的 
区 域 , 完全 解析 函数 就 是 ” 值 函 数 的 > ， 上 其 自然 边界 为 :=0 
及 = 一 ce、 从 (和 还 可 知道 , 它 在 0<argz<2z 上 有 个 单价 
解析 分 支 , 助 是 函数 2=w* 的 反 画 数 . 
为 了 虹 得 到 多 值 函 数 Vz 的 黎 曼 曲面 ,对 应 于 (3) 上 每 
一 个 函数 的 定义 堪 , 可 以 截取 -一 个 半 平 面 ， 由 于 了 关 数 及 (2) 与 
fa(2) 在 第 二 象限 上 的 值 相 等 ， 因 此 就 可 以 将 这 两 个 半 平 面 在 
第 二 象限 上 粘 合 起 来 , 这 样 就 可 以 得 到 一 个 区 域 , 它 就 是 前 三 
个 象限 ( 见 图 6-10)， 由 于 函数 .fol2) 与 《在 第 三 象限 上 的 
值 相 等 , 因此 可 以 将 图 6-10 中 的 第 三 象限 与 fa(%) 所 对 应 的 
于 半 平 商 在 第 三 象限 上 和 粘 合 起 来 ， 这 样 就 得 到 全 平面 除去 正 
实 辆 的 区 域 D1,，。 由 于 函数 户 fz) 与 f(2) 在 第 四 象限 上 的 位 
相同 , 但 在 第 一 象限 小 的 倩 不 同 , 因此 可 以 将 区 域 Di 的 第 出 
象限 与 图 数 户 ( 急 所 对 应 的 右 半 平面 上 的 第 四 象限 粘 合 起 来 ， 
但 是 不 能 将 它们 的 第 一 象 跟 烙 合 起 来 ,因此 ,在 这 里 它们 前 两 
数值 不 笑 ， 这 样 一 来 , 在 第 一 象限 上 一 其 就 有 两 人 请 了 .这 样 
反复 地 进行 于 去 ,一 次 到 函数 疡 。(2， 由 于 它 所 对 应 的 右 半 平 
面 上 在 第 一 象限 处 的 值 与 六 (2 所 对 应 的 上 半 平 而 在 第 一 象 
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限 上 的 值 祖 等 ， 因 此 也 可 以 认为 这 两 部 分 在 第 一 象限 上 也 是 
粘 合 的 .当然 ,这 种 粘 合 在 实际 上 是 不 可 能 的 ,因为 从 构造 可 以 
看 出 : 它们 中 间隔 普 2 一 工 层 .这 样 就 得 到 了 范 数 尽 > 的 黎 皮 
曲面 ， 它 是 由 多 层 全 有 面 除去 * 一 0 的 区 域 粘 合 而 成 的 〈 见 图 
6-11) ， 这 个 黎 曼 曲面 在 扩充 平面 上 和 的 和 白 然 边界 为 z=~0 及 
2 一 eo。 函数 Vz 在 此 黎 曙 曲面 上 就 是 一 个 单 值 解析 函数 
了 . 
我 们 也 可 以 用 下 面 的 方式 来 构造 解析 开 吉 : 
fa(2) = Izl"g a TATE 2 DT: 
fai11t2) = |2'#e l ， Oarg2<n; (5) 


1 tarzrt2gr 
forw(s)= |zlre 7 , Targe<2m 


(j=—0, 1, 2,.*, 2—1). 
这 里 后 一 个 解析 元 素 纪 是 前 一 个 的 解析 开 折 ， 不 过 这 基 按 术 
节 定 义 2 中 的 第 二 种 意义 来 理解 的 .同样 时 看 出 ; 当 了 mw 吕 
j 取 人 负 整 数 时 的 解析 元 玉 与 了 =-0, 4，…，% 一 1 中 的 一 个 解 
林 元 素 完 全 一 样 ， 因 此 就 只要 考虑 j=0, 1 … 2 一 工 就 够 
了 . 这 翌 也 可 以 得 型 完全 解 诉 蓝 数 心 > . 

为 了 构 秆 它 的 黎 曙 曲面， 只 要 将 边界 ] 到 值 相同 船 两 个 
函数 在 它们 所 对 应 的 这 一 眉 边 界 上 接 起 来 即 可 ， 如 函数 
户 ( 们 与 (的 中国 数 户 人 (在 aagz= 和 上 的 值 相等 , 则 就 将 户 (2) 
谓 对 应 的 上 半 平 面 与 户 (z) 所 对 应 的 下 半 平 面 在 负 实 轨 args 
zw 上 接 起 来 ， 这 样 就 得 到 了 一 个 爹 衬 看 除去 正 实 轴 的 区 域 
Zi， 类 但 地 ， 可 将 户 (z) 所 对 应 的 下 半 平 面 边界 上 的 一 绩 
arg? 一 0 与 st?) 所 对 应 的 上 灶 平 疝 边 界 上 芍 一 纂 argz 一 0 过 
过 来 ， 但 是 ,由 于 fs(2) 与 f(z) 在 上 半 平 面 上 的 值 不 等 , 所 以 
(2) 所 对 应 的 上 半 平 画 与 12) 所 对 应 的 上 半 平 面 不 能 灯 合 
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ATE ?+2I1T 
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外 米 . 这 样 在 上 半 平 面 上 就 广 两 屋 了 了 ， 如 此 不 汤池 一 直 进 行 
下 去 ， 直 人 到 fon(2) 所 对 应 的 下 半 平 面 在 正 实 轴 上 的 值 与 1(2) 
所 对 应 的 上 半 平 面 在 正 实 轴 上 的 值 相 等 因此 也 可 以 设 想 : 
它们 在 正 实 轴 上 也 是 可 以 粘 合 起 来 的 。、 当 然 , 在 实际 上 , 这 是 
不 可 能 的 , 因为 中 间 相 隔 了 mw 一 1 层 ， 这 样 得 到 的 获 曼 上 蛙 面 与 
上 上 面 所 得 到 的 黎 曼 曲面 是 完全 一 样 的 ， 其 自然 边界 也 是 z=0 
及 2 一 co. YY z 在 不 同 层 上 就 确定 了 不 同 的 解析 分 支 ， 我 们 
称 正 实 轴 为 平面 的 刘 线 ， 不 同 的 单 值 解析 分 支 在 割 线 上 互相 
连接 起 来 。 当然 也 可 任 取 一 条 从 2=0 出 发 到 z=co 的 简单 
曲线 为 割 线 . 

【 例 3 求 由 解析 元 素 

Oarg sr, 91(2) ~—1n|z| -arz 分 

确定 的 完全 解析 汕 数 及 其 歼 曙 曲面 . 

解 ; 出 解析 元 索 

{0-<arge- mr, gf2} 
直接 开拓 可 以 是 
gaa) nel iargs, mage 2A, 
C2) gs 在 仙 实 轴 argz 一 ww 上 的 值 相 等 ， 依 次 地 订 以 写 
出 雪 接 开拓 
gafHitz = nlz| 十 az 区 2 十 2ji)》， 0O<arg2-im, 
gac-1 2) = nz|+ilarg2+2jr), 5<arg2z<2 
(j=0, +1, +2, *…). 《6) 

这 里 与 例 2 不 同 ,出 十 它 们 的 值 都 不 相 问 ,所 以 7 可 以 取 任 何 
整数 值 . 显然 , 这 样 开拓 出 来 的 先 全 解析 送 数 就 是 对 称 医 数 
WW 一 nz, 其 自然 边界 是 xz-0 及 :一 cc=， 

直面 构 造 hz 的 黎明 申 面 。 由 于 (3) 与 ga(2) 在 负 实 轴 
上 前 粕 限 值 朋 等 ， 因 此 可 以 将 ga( 扩 所 对 应 的 上 半 平 诅 与 
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92(2) 所 对 应 的 下 半 平 面 在 负 实 轴 相 连接 ,得 到 全 平 关 除去 正 
实 轴 的 区 域 D,。 册 于 gol2) 与 gz) 在 正 实 轴 上 的 极 尹 值 相 
等 ， 所 以 可 将 gs(?) 所 对 应 的 下 半 平 面 与 ga(?) 所 对 应 的 上 半 
平面 在 正 实 四 上 相连 接 . 但 是 出 于 ga(%) 与 91(2) 在 上 半 平 而 
土 的 值 不 同 , 因此 上 半 平 面 不 能 烙 合 , 就 得 到 两 层 ， 这 样 不 断 
地 进行 下 去 , 就 得 到 了 无 穷 多 层 。 同 祥 , 当 7 取 负 整数 时 , 从 
另外 一 个 方向 也 得 到 了 无 穷 多 层 . 因此 ,其 黎 曼 曲 徊 就 是 除了 
?一 0 及 z==oo 外 的 元 穷 多 层 全 平 画 , 六 数 Lnz 就 在 不 同时 上 
兢 定 了 不 问 的 解析 分 支 ， 如 时 沿 正 实 轴 作 制 线 , 则 不 同 的 单 
值 解 术 分支 宕 割 线 上 也 梢 互 连 接 起 来 ， 我 们 也 可 以 任 取 别 的 
连接 :2=0 及 :一 co 的 简单 册 线 为 割 线 ， 

现在 我 们 从 任意 点 2=zo 直 0 出 发 ， 在 : 平面 上 洛 兰 任意 
一 条 团 曲 线 0 按 道 时 射 方 癌 绕 行 一 图 再 回 到 > 一 2， 假设 在 
zc 一 和 处 已 经 取 定 了 必 的 一 个 分 支 ， 当 2 在 时 线 QO 上 绕 行 
时 ， 记 取 到 的 值 着 作 从 z=zo 处 的 值 出 发 不 断 邮 进行 解析 开 
拓 后 得 到 的 值 ， 实际 .上 这 个 值 完全 由 ln1z| 及 argz 的 值 的 
变化 所 决定 、 当 在 CGC 工 从 = 加 出 发 绕 行 一 图 同 到 “一 5 
时 , ln1z| 没有 变化 , 因此 完全 由 argz 的 值 所 决定 。 当 曲线 C 
的 内 部 不 包 有 原点 时 ， 则 当 * 在 CO 上 绕 行 一 回回 至 出 发 点 
z=2 如 时 ,arg2 没有 变化 , 因此 YZ 没有 变化 ; 当 0 的 内 部 包 
有 原点 时 , 则 当 ? 在 C 上 绕 行 一 圈 回 到 出 发 点 2= 各 时 , argz 
的 值 就 增加 了 土 2w, 因此 ~ z 的 值 也 变化 , 它 从 一 个 分 支 信 
转 到 另 一 个 分 支 值 ( 见 图 6-12)， 这 个 事实 也 可 以 从 本 数 
~ z 的 黎 曼 曲 于 上 的 变化 看 出 来 ， 当 z 从 黎 曼 晤 面 上 的 一 点 
?二 “0 出 发 , 统 闲 曲线 CO 回 到 原来 这 一 度 上 的 ?= 如 时 ,函数 值 
不 起 变化 ， 若 问 到 男 一 层 上 的 z=x。 时 ，: 其 函数 值 就 起 变化 
本 
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6-12a 6-12b 


对 于 函数 Lnz 也 有 .上 述 这 样 的 现象 , 因此 引入 下 面 的 定 
义 : 

定义 5 设 函 数 .jz) 定义 在 某 点 ?一 2 但 除去 此 点 的 邻 
域 中 , 且 从 z= 的 小 邻 域 中 前 某 点 z= 加 出 发 ， 欢 数 了 <2) 可 
以 涪 着 朵 曲 线 C 解析 开拓 ， 若 闭 曲 线 C 的 内 部 包 有 2 且 绕 
行 后 的 得 f(z) 与 原来 的 值 不 同 ， 则 称 z= 是 函数 了 (的 一 
个 支点 。 车 绕 行 了 多 团 后 又 得 到 了 原来 的 值 ， 则 称 *= 迪 是 
2 的 9 一 1 级 代数 支 志 .， 若 不 管 怎样 红 轩 , 函数 值 f(x) 总 是 


从 公式 (3) 可 以 看 出 : z=0 及 x= co 是 函数 Yz 的 n 一 1 
级 代数 交点 ,县 在 平面 上 再 也 省 有 其 他 支点 了 . 辣 样 , 从 公式 
(0) 可 着 出 ; z=0 及 ?= 一 co 是 Lnz 的 超越 支点 , 且 在 平面 上 也 
没有 其 他 支点 ， 
【 例 为 “有 求 多 价 柄 数 ~ 人 一 个 的 支点 及 歼 曼 曲面 . 
解 ， 蕉 虚 函 数 N 守 一 2 的 一 支 
民生 _ 1 4: ee (7) 
共 中 z 本 上 闪 平 面 上 变化 ,规定 
—ztp=arpg(l 2) <0, O0<pa=arg(1--2) <a. (8) 
显然 , 当 4 从 上 淮 平 下 上 的 任何 点 x 一 名 出 发 , 沿 着 财 曲 


线 CC 按 逆 时 针 方 向 绕 行 一 圈 回 到 zx 时， 不 管 曲 线 在 哪 里 ， 
暴 苹 不 经 过 z=0， 函 数 (vV 1 一 三)o 总 是 可 以 进行 解析 开拓 
的 .关口 不 绕 行 2=1 或 z= 一 了 则 帆 角 各 一 arg 过 一 2 及 9 二 
arg 红 十 2 不 发 生变 化 , 因此 丽 数值 (EL- 哆 )e 在 开拓 后 也 
不 发 生变 化 ， 但 当 贞 线 C 只 绕 行 2= 工 而 回 到 和 时 ， 帆 角 和 
一 arg(l 一 增加 2a, 价 qa 一 argtl 二 区 不 发 物 变 化 ,因此 原来 
的 通 数 值 C(\/ 工 一 党 )。 增加 了 幅 角 w， 即 栈 数 值 发 生 了 变化， 
当 C 只 绕 行 z= 一 [而 回 到 ?一 2 时 , 幅 角 gy 一 arg(1 一 不 增 
加 , 订 po 一 arg(1 十 区 增加 29, 因此 原来 的 函数 值 (VTT 一 号)。 
的 幅 角 也 增加 了 wm， 所 以 也 使 函数 什 发 生变 化 。 因而 ?= 土 1 
都 是 这 个 函数 的 支点 ， 如 果 再 绕 z=1 或 z= 一 工 一 图 ， 出 对 
应 的 函数 值 的 幅 角 又 增加 下， 因此 在 两 次 绕 行 后 ， 函数 值 不 
变 ， 所 以 z= 土 1 都 是 栈 数 的 一 级 支点 ， 如 果 闭 曲线 按 逆 时 
钉 方 向 同 时 绕 两 个 点 2 二 土 1， 则 由 于 =art (I 一 为 及 pa 一 
argKi 十 区 痢 增 加 2x， 所 以 函数 值 不 变 , 由 此 也 看 出 2=2 不 
是 它 的 支点 ({ 见 图 6-13). 
很 据 上 曾 的 讨论 可 以 看 
由， 为 了 和 要 在 半 厅 上 得 全 一 个 
音信 和解 术 分 支 ， 我 们 可 以 潜 虚 
在 全 平面 上 除去 直线 艇 【一 王 
也 后 的 区 域 六 也 可 以 考虑 在 
图 813 全 平面 上 上 除去 射线 (一 co 一 娘 
及 口 ， 十 ee) 后 的 区 瑾 刀 2， 解 析 元 素 ( 六 与 (3) 就 可 以 单 值 地 
从 上 半 平 面 解 术 开拓 到 区 域 Di (或 Day， 因 为 在 区 域 D. 上， 
不 管 如 合 绕 闭路 , 通 数 信 不 会 发 生 恋人 化， 此 时 右 
lim {Yl 一 改 )o= | 4x]: 


Lancy 
Imzs>OrEc~1,]: 


— 28D -~ 


1 
及 lim (vi)o=|1~ vier — 1). 


+ 
Im segE rt—1,]} 


同样 , 可 以 考虑 \/ 工 -党 的 另 一 个 分 支 
i MITT rr Ti 2 


(V2 et i 
其 中 在 上 兴 六 出 上 变化 时 ,规定 
—mT<garg(ll—e) 0 Op argll—e) <w, 


它 同样 可 以 单 值 解析 开 拭 到 区 域 D;( 或 Da) ， 此 时 有 
i i tt 


及 jim (Vi-#)— 1-wler=-il—s|. (11) 

Jms<t cet—1,1) 

从 极限 关系 式 (10) 与 (1 了 DD 看 出 : 函数 (M1 一 太 )o 从 上 半 
平 而 趋向 于 2E (一 上 1) 时 的 极限 值 等 于 函数 《MI 一 万 1 从 
下 兴 平 面 菠 向 于 zE (一 1, 1) 时 的 极限 值 ; 着 数 (V 工 -2 )e 从 
下 半 平 而 趋向 于 2E( 一 1 由 贡 的 极限 值 等 于 函数 (M1 一 地 )3 
从 土 半 平面 趋向 于 *E (一 {，1) 时 的 级 根 信 ， 因 此 这 页 个 分 
支吾 为 解析 开拓 ， 为 了 皮 构 造 ~ 1 一 了 的 梨 识 曲 曾 , 只 要 将 
《NT 一 安 )o 对 应 的 区 域 力 的 边界 (一 1，1) 的 个 沿 与 
(NM1-- 芋 入 对 应 的 DD 的 边界 (- 4 了) 的 上 沿 相 接 : 将 
(一 关 ) 对 应 前 区 域 芒 的 边界 《一 J]，1) 的 上 沿 与 
《WAT 一 辣 )1 对 应 的 环 | 的 边界 (一 二 1 的 下 举 相 接 , 就 能 够 得 
鲍 W 一 泽 的 黎 训 曲面 ， 当 然 ,后 一 种 相连 接 在 实际 上 是 不 可 
能 的 , 因为 中 国彬 吧 了 一 层 , 但 是 我 们 仍然 设想 它们 可 以 连接 
起 来 、 这 个 黎 总 曲面 的 日 然 边界 为 > -十 1 及 :=o20，z= 土 1 
是 一 级 文 点 “一 co 不 是 支点 . 
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可 题 和 .2 
1. 求人 加 《lz1 < 了 的 窜 全 解析 是 数 及 其 自然 边 习 . 
28. 如 何在 全 半 硬 上 除去 醒 条 射线 [I， 十 o)，(〈 一 e， 一 匡 后 的 区 域 中 
找 出 Vi 一 及 的 两 个 单 信和 解析 分 支 ? 并 用 这 两 个 分 支 来 构造 黎 复 四 
3. 京 加 会 ein 的 分 支 及 歼 曼 明 面 ， 


第 三 节 利用 多 值 函 数 进行 积分 计算 


我 们 在 第 四 章 中 应 用 留 数 定理 来 计算 实 输 上 的 定 积分 
时 ,常常 将 被 积 函 数 解 析 开 拓 到 上 半 平面 (或 一 个 适当 的 区 域 
上 )， 使 得 开 折 后 的 函数 在 闭 上 半 平 面 上 除去 一 些 点 外 连续 ， 
但 是 在 有 坚定 积分 中 ， 全 出现-+ (0<p< 了 或 nz 等 之 类 
的 被 积 画 数 , 它们 在 开拓 后 , 不 可 能 完全 满足 上 耐 的 要 求 ， 这 
就 需要 适当 地 改变 一 下 处 理 方法 ， 有 时 候 ， 还 需要 利用 一 些 
多 信函 数 的 单 什 解 析 分 交 米 进行 研究 ， 这 样 就 可 以 解决 一 些 
比较 复杂 的 子 数 的 积分 了 ， 下 何 我 们 就 几 个 比较 典型 的 积分 
米 进 行 研究 ， 

DD 形 如 | ”are)de (0<p<1) 的 积分 计算 


在 积分 中 , 函数 C2) 定义 在 正 实 轴 上 和 且 能 保证 积分 收 化， 
设 冰 数 je) 可 以 单 值 地 解析 间 拓 到 全 平面 上 ， 记 为 fs)， 但 
至 多 除去 有 限 个 不 在 正 实 轴 上 的 孤立 奇 点 总 作 一 二 2，…， 
2。 为 了 保证 这 个 积分 在 无 穷 远 处 的 收敛 性 ， 还 需 设 jz) 以 
2 一 oo 人 人 少 次 一 级 零点 , 芋 
lim af (2) (1) 
存在 , E 
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为 了 用 复 变 盘 数 方法 来 计算 积分 , 首先 考虑 解析 函数 
Pp(2) =—2?71f (2) = gDnlsl+igig DF (2) (0<arpg2<2 mr), 


(2) 
它 在 全 平面 扩 除 去 正 实 负 的 区 域 上 上 单 值 解析 ， 感 然 有 
lim 多 (2) =e? Phrf{w) = fr) (8) 
ts 


及 
sae Ge) == (PLUng +3 TF (CL) = gp" Darif (yw). 

{4) 
选择 一 条 闭路 , 使 得 一 方面 在 这 条 诸 略 上 p 的 的 积分 值 
可 以 用 留 数 定理 计算 出 来 ; 另 一 方面 ,在 这 条 闭路 上 有 一 段 积 
分 汪 原 来 的 函数 在 正 实 轴 上 的 积分 密切 有 关 ， 而 另 一 段 积分 
在 此 闭路 过 渡 到 极限 时 也 容易 计算 出 来 ， 这 样 就 能 解决 上 上述 
问题 ， 为 此 ， 选取 闭路 工 gr 六 ( 参 丰 图 6-144)， 以 原点 为 中 
心 、 半 径 为 了 的 小 四 本 Cr, 按 顺 侍 针 方向 绕 行 , 如 上 正 实 轴 上 上 
的 区 间 [7， 芭 ， 在 积分 时 将 函数 值 看 作 由 第 一 象限 趋 前 于 正 
实 负 时 的 极限 但 ( 网 公式 8)); 再 以 序 点 为 中 心 、 半 和 从 为 皇 的 
大 图 由 Co 接 赣 时 儿 庆 向 绕 行 ， 如 上 正 实 贺 上 的 区 间 [， 忆 ] 
《个 从 瑟 变色 7)， 在 积分 时 将 页 数值 看 作出 第 四 象限 趋向 于 
正 实 轴 时 的 极限 值 《 见 公式 (4)).。 如 果 认 为 这 样 的 取 法 不 避 
惯 的 话 , 则 可 以 取 闭 路 7 rsf 参看 图 6 1486); O04,s 一 一 从 OO; 
与 Inz 一 一 8<0 的 交点 名; 生发 , 沿 O; 的 项 时 针 方 向 到 Cr 与 
Jmz 一 0 前 交点 六 打上 直线 数 fr, 有 ;以 下 Cus 从 > 一 玉 井 
发 ， 沿 Cr 的 道 时 针 方 向 绕 行 到 Cr 与 nz=~ 一 SG 一 0 的 交点 
zp,5; 再 从 2Y=z25 出 发 ， 沿 着 z 一 一 6 问 到 xs 显然 ,jms 构 
成 一 条 闭路 , 且 当 3 一 0 时 ,Ts 一 人 rs 今后 ,在 考虑 多 慎 
亢 数 的 解析 分 支 的 积分 时 , 都 是 从 这 种 意义 来 理解 的 , 以 后 就 
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图 6-14a 图 6G146 


不 浮 作 说 明了 . 

显然 , 当 了 充分 小 .R 充分 大 时 , 光 数 (2) 一 9“ 了 (四 的 扳 
立 奇 点 也 是 4(1<i<n)， 且 它们 全 部 位 于 Tx,r 所 围 前 区 域 
中 ， 根 据 第 五 章 中 的 留 数 定理 ,注意 到 (3) 与 (4), 则 有 


| ar Ja)az+ | of det zo-tf (2) da 
or : Be 


十 | ee “gtf (0) do ~ Qn 全 Res #1f(2). 
(5) 
在 (5) 式 的 两 边 取 极限 “一 0、 刁 一 十 co, 就 得 到 
lim {ft ee) wf odo 
4 


?0 


+ lim sif (ad 2 SY Res 1f(2), (6) 
大 一 十 天 et $=1 z=%6 


由 于 沙 数 (32) 在 2 一 0 解析， 因此 有 踢 ， 即 存在 数 71 与 
281, 当 |z| 志 71 时 ,有 f(z)| 拟 开 1、 因 而 , 当 7?<ri 时 ,就 有 
1 a0 es rl2ar-27T Mir—>0. (7) 
Ri 


此 外 ， 由 前 面条 件 (1 知 ， 存在 数 二 及 用 s, 使 召 > 吾 : 时 ， 有 


GT<S 直 ,四 此 
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< 3 Rr-12 xR:-- 


2 Ma 


-irr ed 
上 td Es 


Ee 时 


—> 0, 
(8) 


这 样 一 来 ,比较 (6)、(7) 与 (8), 最 后 得 到 
| 2 fm dz ~ 辫 Res (2° F062)). (9) 


C1 
{ 例 1 求 人 天 wx (0<p<l), 


解 , 函数 - 蕊 -二 -满足 上 面 记 讲 到 的 一 切 条 件 ， 事实 上 上 ， 
函数 
J 四 =T 
在 全 平面 上 除去 z~ 一 1 外 解 祈 , 且 


lim— -1 
rnea 十 
应 用 公式 (9), 就 得 到 
(2 wr-l a Ds ， er~I}ns 
0 1 十 风 1 — exp es 工 十 z 
全 2 see Dil farstly) 2 ms E90—Dt 
工 一 经 下 一 -82 时 
一 一 开 (0p) (40) 
gin PN “ 


熟悉 三 范 数 的 读者 知道 (或 参看 下 一 节 )， 由 (10) 得 到 


+ 浓 
OT | Tr (Opel) 
(11) 


2) 形 如 | ”le)In zdz 的 积分 计算 
这 里 , 没 了 (2) 是 侦 函 数 , 且 可 以 解析 开 折 到 上 半 平 面 上 ， 
把 开拓 后 的 函数 用 了) 表示， 它 在 上 半 半 面 上 至 多 有 有 限 个 
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板 艾 奇 点 ?一 %(T<Ysm)， 且 在 在 数 83>0, 使 得 


lim zatof (2) = 0. (12) 
对 于 函数 了 (2)Inz, 我 们 考虑 在 闭路 了 了 n,。 上 的 积分 ,其 下 
y 7 rp 时下 面 几 部 分 组 成 (参看 图 全 15)， 


6， 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 p 的 上 举 个 癌 周 
Co 按 脐 时 针 方向 绕 行 ,加 上 正 实 轴 区 间 
?RE [op 好， 再 以 原点 为 中 心 、 尘 径 为 吾 的 
和 大 圆周 Ca， 按 道 时 针 方向 绕 行 ,加 上 负 
实 轴 上 从 一 下 到 -6 的 区 间 ， 当 p 充分 小 . 五 充分 大 时 ,可 
以 认 为 全 i 的 内 部 包 有 函数 了 (2)lIns 的 全 部 孤立 奇 点 2 二 
《1<Y<m)， 
应 用 第 五 章 中 的 留 数 定理 ,注意 到 在 负 实 轴 工 有 有 
Ing= In |2| 十 rz 
得 到 
| {2 im 222 一 | fn ds- | 7 In res 


| yn ed | fern £ dni)ay 
+|, fm dz | /un Ea 


= 0m SRes(f (In Z), 
因 六 f(z) 是 偶 烽 数 ,因此 在 上 式 两 这 有 收 极 限 后 ,得 到 


lim | finzdzt2| ~ fw) ln wds 
p20 Jo 


+ lim js DIn zds rai) fe)dw 


2 3 Ros (f (2) Ing). (18) 
内 于 函数 在 :=0 处 连续 ,因此 存在 数 pz 及 以 1， 使 得 当 


|z| 志 pi 时 ,就 有 1 所 下 (因而 , 当 p<pa 时 ， 得 到 


I jms <Miflinp[ -el2rp—>0. 
Is 一 再 > 也， 


此 外 ,由 条 件 (12) 知 ， 存 在 数 Bi 及 开 。 使 得 当 
时 ,有 
1 [2) | 去 ， 


因此 ， 消 RR 时 ， 就 有 
加 fnzl < A 2xrR= 
比较 (13)、(14) 及 (1 外 ,就 得 到 


2rMs 
TB 


天 fig) Inwdset wi f(a) de 
} 


-2 Re (fID). 


— 0, 


(1 


(15) 


(16) 


对 于 积分 | ”f(z)az, 用 与 上 面 种 同 的 方法 , 可 以 得 到 


2] flv)do -20d 3 Ros f (2). 
由 此 ,根据 (16) 与 (17), 最 后 得 到 
人 fnede- mi Tos 


【 例 21 求 
全 ng 
0 十) 
解 : 国 数 
1 
7 TIF 


是 俱 函 数 , 它 可 人 得 到 
/9 -tri 


| 


(17) 


(18) 


7 一 


它 在 二 半 平 面 上 具有 =i 是 二 级 极点 ， 生 满足 条 件 
(12), 其 中 可 取 5- 1， 这样 一 来 ,应 用 公式 (18;, 得 到 


-有 Ts 直人 
人 yr i Roa (Trisyr [ns 站) 


= lim {(- - -本 ms 一- |) 


zt dz \(22) 1 
2 TT 1 1 
i lim (zs -| mn :一 到 | + 
2 [rs Ts ] i\,. _w 
ee MK | 要 2 j++) 和" 


3) 带 丰 根 式 的 函数 的 积分 
【 例 3] 计算 积分 
1 {rr 下 三 
La 
解 : 从 以 前 的 讨论 知道, 次 了 应 用 复兴 函数 沦 中 前 方法 计 
算 这 个 积分 , 必 禹 构造 一 个 解析 遇 数 , 它 是 被 积 卫 数 
了 
/Tz 人 
在 复 平 串 上 的 解析 开 皂 ， 此 外 ,还 要 竟 择 一 条 了 闭路 ,这 条 财 路 
包 有 原来 的 积分 路 线 [ 一 41， 1 使 得 图 数 8 在 [一 1 二 二 各 
分 时 ,就 可 以 得 到 所 请 要 的 积分 侦 , 而 芷 这 条 闭路 的 其 他 部 分 
上 积分 时 ,这 信 积 分 或 者 能 比较 容易 地 计算 出 来 ,或 者 在 到 极 
限 后 ,能 容易 地 算出 其 极限 值 ， 关 二 函数 g(x)， 自然 地 会 取 


gs) = 


1 
/人 一 2 地 2 
它 是 一 个 多 值 函数 ， 为 了 取 册 其 单 值 解析 分 支 , 对 于 1-z 及 
1+> 这 两 个 向 量 ， 当 * 在 上 半 平 而 上 变化 时 ， 规 定 
=—arg(l—2) (~X<o 0) 
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及 wa=arg(l +2) (0<pa<m) 
( 见 图 6-16), 且 

/TI |1 al 1 tl. (19) 
现在 我 们 要 把 9g(z) 解 机 开拓 到 
下 举 平面 上 ， 容易 看 出 , 当 z 按 
道 时 钙 方 向 只 绕 z= 一 1 一 圈 后 ， 
一 4TE(1 一 2) 椒 变 , ga 一 arg( 工 十 
妇 增 加 2r, 因此 (19) 中 的 幅 角 增 
加 4 垂 ， 当 * 按 着 时 针 方 向 只 红 
2 一 1 一 圈 后 ,~arg(1 一 人 增加 
2, 而 82 一 arg(1 二 2) 不 变 、 因 此 人 
(19) 中 的 幅 角 增 放 了 2 天 73。 由 此 看 出 ;= 士 1 者 是 丙 数 欠 
的 支点 , 里 当 按照 时 针 方 向 同时 乐 z=] 及 z 一 一 1 一峰 打 , 函 
数 g(3) 的 幅 角 具 增 加 


dw or __ 
en 2n, 


即 函 数值 不 变 , 这 样 , 我 们 就 可 以 在 平 宙 上 和 作 册 割 线 1 一 沁 1]， 
在 除去 割 线 [一 上 后 的 区 战 Di 中 , 医 数 gi2) 就 可 以 连 红 地 
关 拓 到 区 域 五 , 而 得 到 DD 上 的 单 值 解析 函数 ， 此 外, 根据 上 上 
加 的 规定 ,还 各 


1 ; 
ee (20) 
Sm i —w|3|1- ET 
| 1 | 
及 1 
人 性 一 下 | 天 | 工 二 到 Se 3 


这 两 个 极限 值 上 共 相 差 一 个 常数 因子. 因此 , 我 们 自然 地 会 选 
取 闭 路 了 Tom 它 由 两 部 分 构成 : 一 部 分 是 |z| = 如 , 按 道 时 氏 方 


向 绕 行 ， 荔 一 部 分 是 由 4 条 曲线 组 成 (参看 图 6-16)，C-1,。 
一 一 以 2 二 一 1 为 中 心 .半径 为 p 的 圆周 , 按 顺 时 针 方 向 绕 行 
加 上 区 阅 [ 一 1 二 p; 工 一 站 的 上 上 沿 ; O56 一 一 以 2 二 1 为 中 心 、 半 
和 从 为 p 的 测 周 ， 按 顺 时 针 方 向 绕 行 如 上 区 间 [一 4 十 p, 1 一 p03 
的 下 沿 (但 从 一 p 变 到 一 1 十 p)， 应 用 第 三 章 中 的 柯 西 定 
理 ,注意 到 极限 关系 式 (20) 及 (21), 就 得 


人 
| LoL 9 20 +f 1+p ‘(I— oT TE) 


Cp ti—p SLT) (IF) e 区 
(22) 
由 于 在 C-t。 上 上， 两 数 3c 2 有 界 ， 即 存在 数 pi 及 
Ww th 
3, 使 当 |2i <<pi 时 ， 
1 | 
| 
7 ey 
| 站 1 | 
13 去 一 -二 -一 -一 一 二 人 
i IW Mf AAA | 
-对 瑟 2ap- :2% Mp >0. (23) 
pp 
同 理 有 
i gz) ds! -> 0, (24) 


| do 天 要 知道 丽 数 ga) 在 *- co 的 邻 域内 罗 股民 


开 式 中 二 的 系数 ， 因 为 当 ze> 工 时 ,Pi 一 arg( 十 z) = 0，pa= 
4rg(1 一 2) = 一 Tw, 所 以 由 (19) 得 到 VC 一 w) 避 二 2) 的 幅 角 为 
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一 号 , 即 当 > 工时 ， 


1 ; 
9g(%) 人 工 | | 二 二 : (25) 
现在 考 央 两 数 
yo 1 (1 1 Ls 
a (te 人 
其 中 规定 


(IT) (2 11 or C$) ose- EE (27) 
= 六 -2 of-.2) [十 二 2 Rinrgz 
(+ 二 ) 3 一 |zt+1| se Ceres |2| es "™, (28) 


其 中 pearg(z 一 了 ，gs 一 37gz，ga 一 arg(z 十 1) 由 图 6-17 所 
示 . 从 上 述 讨 论 可 知 : 由 公式 (27) 


所 确定 的 庙 数 在 全 平面 上 除去 割 线 : 
[0, 习 的 区 域 上 是 单 值 解析 函数 ， 由 WK 
(38) 所 确定 的 函数 在 全 平面 上 除去 审 ”一 名 2 2 Sm 


线 [ 一 了， 站 的 区 域 上 也 是 单 值 解 析 尚 
数 。 这样 一 来 , 由 (26) 及 (27)、(28) 和 看 Se 

出 ， 鲜 数 介 ( 思 就 在 余 平 画 上 除 尖 割 线 [ 一 14， 口 的 区 域 D, 上 
单 值 解析 此 外 ， 当 2 一 %>1 时 ,gs 一 arg(2 一 1)=0，qu = 
argz 二 0, gs 一 arg(z 十 1) 二 0, 因而 从 (26) 看 出 


1 1 1 2 
GR) 一 -一 二 | 全 一 工 Sos v1| sw 
人 
“2 
a 3 4 一 | ™ 
oT | 1 w | 


从 而 与 (25) 比 较 , 就 得 到 当 "> 工时 , G(w) 一 g(z)， 根 据 解析 
函数 的 唯一 性 定理 ,在 区 域 D1 上 就 有 G(2) 三 g(%)， 
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由 G() 的 表示 式 可 看 出 ， 
6c-1— Him 2G(2) = -如 -过 {1 Ttl) ei. 


Ld Bi、 2 


因而 , 由 无 穷 远 点 的 留 数 求法 , 得 到 
lm | gd lim 下 Gd oriel', (80) 


Rt 0 
这 样 一 米 , 在 等 式 (22) 中 两 边 取 槛 限 p-*0, 六 二 %， 
注意 到 (23)、(24) 及 (30), 就 得 到 


二 1 
A 
1N/(1—w) (1 Ty 


1 po 
+| 0 
1 Nl) CL 
从 而 得 到 
本 2 ie __T 27 
yy pe a i 
Vv ) (+ eM A Bi 


习 题 6:3 
1. 计算 下 列 定 积分 


ln 
i 


to nx 
2 
(3) 上 |. Dd ( Cu 二 0 实数 ) 


I lax 
G) | Ts 


一 jn2x 
(4) jn 实数); 


2 te 


的 人 
(5 ,VE mE) 
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第 六 章 小 结 


1. 解析 Jf 扩 是 研究 解析 函数 性 质 的 重 迷 方法 , 它 有 很 多 
重要 的 应 用 ， 这 里 除了 诛 刘 上 给 出 了 两 个 解析 开拓 的 方法 
外 ， 还 介绍 了 用 穴 级 数 及 对 称 原理 进行 角 析 开拓 的 两 个 具体 
方法 。 此 外 ,为 了 说 明 解 析 前 数 可 以 越过 其 定义 域 的 达 界 上 
哪 一 个 点 解析 开拓 出 去 , 引进 了 正则 点 及 奇 点 的 概念 ,同时 给 
出 了 一 个 解析 沙 数 的 例子 ， 它 的 定义 域 的 边界 上 每 一 点 都 是 
奇 点 , 即 不 能 越过 边界 解析 开 折 出 去 的 例子 . 

2 为 了 更 好 地 研究 解析 开 折 后 的 函数 , 引进 了 解析 素 
以 及 它 的 直接 开拓 及 问 接 并 折 的 概念 ， 从 而 得 到 了 完全 解析 
画 数 及 自然 进 并 的 概念 ， 为 了 得 一 步 研究 完全 解析 项 数 的 定 
义 域 ,引进 了 黎 划 点 的 概念 ,而 全 信介 如 点 的 集合 就 是 各 嗓 有 曲 
面 ， 完 全 解析 冰 数 在 它 的 黎 如 曲 西 上 确定 了 一 个 单 值 解 术 机 
数 ， 利 用 解析 并 拓 揭 思想 可 以 更 好 地 了 解 解 折 丽 数 的 本 质 ， 
可 以 深刻 地 理解 实 本 数 中 无 汰 更 解 的 事实 , 例如 函数 一 
在 全 实 轴 上 和 有 无 穷 多 阶 导数 ,但 是 它 在 “~ 处 的 泰 圳 级 数 展 
开 式 却 只 能 有 收敛 半径 为 二 

3. 多 值 解析 函数 类 是 一 个 重要 的 疯 数 类 , 这 里 需要 很 好 
地 弄 清 它 的 往 一 个 分 支 蚌 如何 选取 的 ， 利 用 多 值 解析 数 可 
以 进一步 计算 较为 复杂 函数 的 定 积 分 值 ， 这 里 需要 注意 适当 
地 选取 一 个 闭 站 及 养 清楚 在 闲话 的 每 一 部 分 上 师 数 的 取 值 ， 


弟 六 章 复习 讨论 题 
1、 将 函数 进行 多 析 开 拓 有 儿 种 方 尘 ? 试 各 举 一 例 , 


. 求 函数 f(z) = | “te 全 的 定义 城 ， 它 能 否 解 析 开 拓 到 左 半 平 而 
上 ? 


完全 解析 通 数 与 自然 边界 是 怎 翌 定义 的 ? 试 举 两 个 例子 米 说 明 . 
， 黎 曼 曲 面 是 怎样 定义 的 ? 试 求 多 第 画 数 VL 一 2 (1 一 局 2) (0 一 让 


1) 的 黎 妈 曲 洛 ， 


. 设 输 级 数 3 cr8" 的 权 谢 半径 为 1 《en 这 0)， 试 证 明 2==1 是 青 点 . 
对 于 下 列 医 数 , 从 解 折 开 邱 的 观点 来 看 , 畦 尘 是 单 代 函 数 ? 喔 些 是 


多 值 洒 数 ? 若是 多 值 函 数 , 则 构造 其 黎 曼 陨 刘 | 


CD Ye; (2) VE 
(8) wecosz; (4) vsing. 
.计算 下 列 定 积分 : 
1 -nf1. 
; 5 oa 
© fn 5 io) wR CIF) VI 
(9 | 0 多 
[Ws 和 中 -TGS ] 
虑 zaydns- Hm) “ 
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解析 函数 的 几何 理论 


设 函 数 % = 7 定义 在 2 平面 前 某 个 集合 号 上 ， 它 所 取 
到 的 全 部 函数 值 所 构成 的 集合 称 为 值 域 , 记 作 召 ， 这 样 就 可 
以 将 函数 w= 了 f(z) 春 作 是 s 平 面 上 的 集合 吕 到 % 平 画 上 
吾 的 一 个 变换 或 映射 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 将 研究 解析 :函数 
的 变换 特性 ， 特 别 地 , 当 如 是 区 域 时 , 则 解析 函数 必 一 (2) 就 
能 把 区 域 五 变 到 区 域 召 ; 反 过 来 ， 如 果 给 了 两 个 区 域 吾 及 
如 则 在 一 定 茶 件 下 ,也 必 存 在 一 个 解析 函数 , 它 把 区 域 台 次 
到 区 域 及 , 次 且 还 能 实现 双方 单 从 前 变换 。 这样 一 来 ， 束 可 
以 把 在 比较 复杂 的 区 域 上 所 人 研究 的 一 些 问题 转化 到 比较 简单 
的 区 域 上 研究 ， 这 种 方法 ， 企 解决 各 种 实际 问题 (如 流体 旋 
学 、 电 学 、 磁 学 等 ;中 有 重要 的 应 用 ; 在 解决 各 种 广泛 的 理论 问 
题 中 ,也 被 广泛 利用 . 


第 一 和” 保 撕 变换 的 概念 用 性 质 


1.1 解析 函数 所 构成 的 变换 

首先 证 明 , 解析 消 数 一 定 把 区 域 变 成 区 域 . 

定理 1 设 函 数 妈 一 f() 在 区 域 呈 内 解析 ，y(2) 寺 oe， 则 
它 一 定 把 区 域 也 变 到 茶 个 区 域 保 , 

【证 】 设 介 是 函数 w= 了 f(z) 的 值 域 ， 我 们 证 明了 由 
内 点 所 组 成 ; 3) G 是 连通 集合 . 

冶 先 证 明 1); 沽 虚 集 合 日 上 的 任意 点 woEG 由 于 是 
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函数 妈 一 rz) 的 值 域 ,因此 必 存 在 点 zoE 也 , 使 = jso)， 由 
于 娘 是 区 域 ， 因 此 必 存 在 2 的 邻 域 So(zo): 1 一 如 | 一 p, 使 得 
闭 圆 总 (zo) ED.。， 根据 第 四 章 中 的 零点 缴 立 性 定理 ， 可 以 认 
为 , f(z) 一 wo 在 闭 贺 六,(2z0o) 上 除了 >= 2 外 ,再 也 没有 其 他 零 
点 了 ， 这 样 , 由 于 函数 了 (2) 在 5S,( 加 ) 的 边 输 jz 一 2。-"p 上 连 
续 且 f(D) 关 wo 一 f(z0)， 因 此 根据 第 一 闪 中 的 连续 函数 在 团 集 
上 可 以 达到 最 小 模 的 性 质 , 存在 数 3>0, 使 得 

| —f lo) 6, |:~ol=p, (DD 
尖 此 ， 若 将 函数 = 了 3) 在 |z 一 %| 一 p 上 所 对 应 的 值 域 记 作 
7， 赔 由 (四 可 知 ,曲线 7Y 上 任何 一 点 包 到 ?6 一 了 (20) 的 距离 之 
5, 即 在 7 内 部 包 有 一 个 圆 让 ww，|w 一 ww 过 5( 见 图 7-1)， 


图 7-: 


现在 证 表 : 圆 Kw 内 任何 一 点 wfw* 一 wo| <6) 必 是 由 
Sp (20) 内 的 点 经 过 湖 数 如 一 f(z) 变 过 来 的 ， 事实 上 , 用 于 人)， 
得 
[fC2) —I7(20) 16> |w—wol, 12—2of ~—p. (2) 
应 用 第 五 音 中 航 重 软 定 理 , 从 不 等 式 (2) 可 知 , 函数 
2 一 人 一 2 一 六 (Co) 十 2oy 一 2 
f(D —F 80) + uo — wr 
与 函数 了 (2) 一 f(20) 在 因 态 (xo) 内 的 零点 的 个 数 是 一 样 的 ， 即 
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有 一 个 零点 ， 因 此 , 存在 ESo(zo) 合 所 内) 一 好 这 说 明了 
圆 |w 一 wo| < 必 属 于 值 域 G@， 因此 全 是 由 内 点 所 构成 的 . 
现在 证 明 2): 设 ?4 与 Ws 是 蕊 内 的 任意 两 点 , 因此 必 存 
在 点 2 人 DzwED, 使 得 tz~ 了 f(z4)、wWa 一 f(ze)， 由 于 卫 是 区 
域 , 因此 在 必 内 必 存 在 折线 连接 与 zo. 设 晶 线 了 在 变换 
一 让 坊 下 的 像 为 工 ， 显然 ， 血 线 工 EG 且 连接 始 与 Wo。 最 
后 ,从 曲线 也 容 易 作 出 折线 EQ, 它 也 连接 地 与 ws. 】 
我 们 已 经 知道 , 解析 函数 一 定 将 区 域 变 到 区 域 , 但 是 这 种 
0 是 双方 单 值 的 .例如 函数 各 = 江 将 全 平面 变 到 全 平 
面 , 但 是 对 多 平面 上 任何 一 点 wo= |wole* ww 显然 就 有 zs 平 


面 上 的 两 个 值 | 二 so 人) (4 二 0, 1) 与 之 相对 应 ， 但 
是 在 很 多 理论 及 实际 问题 中 需要 的 是 双方 单 值 的 变换 ， 为 
此 ,我们 引入 下 面 的 模仿 ， 

定义 1 设 函 数 w=f(z) 定 义 在 集合 如 上， 其 值 域 记 作 
,车 对 到 上 任何 点 ww 在 吾 上 只 存在 一 个 点 z 使 w= 
f(z), 则 称 这 个 函数 实现 双方 单 们 和 宽 换 . 如 果 满 足 上 述 性 质 的 
集合 如 是 区 域 , 且 孙 数 (x) 在 区 域 五 上 解析 , 则 称 函 数 f(z) 
为 单 叶 解 术 胃 数 ,简称 单 叶 有 函数， 

怎 樟 才能 保证 一 个 函数 是 一 个 单 时 函数 呢 ?8 或 者 说 , 怎 
样 才能 保证 在 区 域 中 解析 函数 有 单 值 反 画 数 呢 ? 首先 我 们 应 
想到 微 积分 学 中 的 多 元 函数 的 隐 丽 数 存在 定理 ， 设 

一 Fe) =z(c, +o 的 ， 


则 
UW, Y), 
ho y) 
就 将 : 半 面 上 的 点 (z, 纺 变 到 平面 上 的 点 (4, %)， 因 此 ,为 
了 应 由 隐 流 数 窑 在 定 玲 来 解 出 方程 (8) 的 单 值 反 耳 数 , 常常 假 
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设 变换 43) 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 : 
1Ou Ow 
tC oy 
{On Or 
:Or Oy 


现在 设 函 数 w 一 了 (2) 是 区 战 卫 中 的 解析 函数 ， 因 此 ， 从 柯 
两- 黎 曼 方程 得 


A 
dr cy | 的 ow 
dr cy Br Ox 


-名 + 多 -or 
因此 ， 如 时 假设 在 点 zoED 虹 六 (so) 天 0， 由 于 六 (的 连续 
性 ,可 以 找到 2 的 邻 域 SCzo), 在 此 邻 域 内 产 (z) 天 0, 即 变 换 
(3) 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 ， 这 样 , 根据 隐 函 数 存在 定理 , 在 
zo 的 分 域 中 , 变换 (3) 厂 单 值 连续 反 函 数 
人 出 ) ， 
Y— YU, v), 
再 根据 反胃 数 前 导数 定理 , 是 数 
名 一 生 十 说 一 (十 说 人 3) 
就 在 名 一 Fo 的 邻 域 中 是 解 术 的. 因而 ,可 以 看 出 ,在 六 (2z) 
天 0 的 反 芍 某 个 邻 域 中 ， 丙 数 纪 一 了 (2?) 是 单 呈 解 析 务 数 ， 下 而 
证 明 , 这 个 事实 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 . 
定理 2 设 画 数 包 一 f(2) 蚌 区 域 了 D 内 的 单 吐 解析 函数 ， 
则 在 避 内 产 (%) 关 0， 
tf 证 】 用 反 证 法 ， 假设 不 然 ， 则 必 存 在 点 zoED, 使 
六 (so) 一 0. 显然 , 了 (2) 手 0。 否则 , 就 有 (2) 三 8， 这 就 违反 
一 请 8 一 


了 羡 数 了 (2) 是 单 叶 数 的 条 件 了 .因此 了 (2%) 才 0. 根据 第 四 
章 中 的 零点 的 孤立 性 定 再 ， 必 存 罕 和 的 邻 域 S, (x0)，|2 一 ?0| 
<p, 使 BS,lzo) ED 且 在 0<|z 一 |<p 上 六 (2)*0， 

出 和 寺 了 (2) 是 单 叶 函 数 , 因此 在 

ls—zol =p 上 yz (0). 
由 此 , 从 定理 1 的 证 明 过 程 中 知道 , 存在 数 8S>0, 使 得 
f(D —f |6>0, |z~—z0| =p, 

以 下 的 讨论 辐 定 理 1 的 证 明 中 一 样 ,应 用 和 鲁 砍 定理 ,对 于 任 音 
的 ww, 0 之 |wr 一 wo| <<5， 王 数 了 (一 w' 在 lz 一 wo|<<p 上 的 零 
点 的 个 数 与 渔 数 (2) 一 f(zo) 在 1z 一 w1<<p 上 的 零点 的 个 数 
补 同 。 由 于 六 (zo) 一 0, 因此 /Gx) 一 xzo) 在 |z 一 加 |<p 内 至 少 
有 两 个 零点 ( 重 成 计算 在 内 )， 因 而 了 C2) 一 ww 在 |z 一 w%| <p 内 
也 至 少 有 两 个 零点 ， 因 为 六 ( 划 于 0, 因此 AG2) 一 小 就 不 可 能 
有 重 零点 ， 即 它 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 , 设 f(20) 一 w=0， 
so) 一 Ww 一 0 (2 关 提 )， 这 就 违反 了 两 数 7o) 的 单 叶 人 性 仆 定 . 
这 个 予 负 就 证 明了 本 定理 . ] 

定理 8 设 骨 数 包 = 了 f(z) 存 了 内 单 叶 解析， 其 信 域 记 为 
GG， 则 其 反 画 数 *=gp(w) 是 内 的 单 叶 解 析 诈 数 . 

{证 】 首先 由 定理 二 知道 G 是 区 域 。 此 处 ， 由 于 二 
了 了 (2) 是 单 呈 函数 ， 它 就 实现 了 双方 单 值 变 换 ， 因 此 ， 反 函数 
?二 9(Ww) 也 实现 双方 单 值 变换 .为 了 要 证 明 反 商 数 的 解析 
性 ， 根 据 第 二 章 中 的 反 范 数 导数 定理 ， 这 只 要 证 明 反 责 数 
2 一 V 人 (是 区 域 G 内 的 连续 男 数 就 够 了 . 

事实 上 , 设 如 是 区 域 邓 内 的 任意 点 ,xz=2fato) ED. 因 
为 用 是 区 域 ,所 以 在 五 内 存在 2 的 郭 域 吕 (so)，|z 一 za < 之 p. 
任 纵 8 之 0, se<p, 显然 |2 一 zo| 人 asED， 上 出 函数 2) 的 单 时 
性 知道 ， 在 |z 一 % |] 二 8 上， 了 2) 一 7 (zo) 呈 0， 因此 像 不 定 
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理 了 的 证 明 过 程 中 一 样 可 知道 , 存在 数 $2-0: 使 得 

| 7(e) 一 Pso) |>6, |z—%l=s8, 
以 下 的 论证 完全 像 存 定型 1 的 证 明 中 一 样 ,应 用 重 吹 定理 ,对 
于 民意 的 w，|w* 一 wo| < 之 8， 疯 数 (2) 一 ww 与 (2) 一 we 在 
jz 一 26| 过 8 内 的 根 的 个 数 相同 ， 因 而 fz) 一 ww 在 |2 一 wo| 之 
内 有 零点 ， 由 此 看 出 ; 存在 点 作 ，1** 一 zo| 之 8, 使 

f 2) 一 一作， 

即 = p(w"). 
这 表示 ， 任 给 >>0 (s 一 p) ,存在 数 83>0, 使 得 当 | 巡 一 zol 二 
5 时 , 就 有 1p) 一 p(w0) 一 | 全 一 站 | 二 es， 这 就 证 明了 项 数 
2 一 p(w) 在 wo 处 的 连续 性 , 了 


1. 写 。” 保 形 变换 


若 函 数 w=f(?) 在 z= 处 解析 ， 且 f(z0) 尖 0, 则 产 (so) 
的 模 与 幅 角 有 重要 的 几何 意义 ， 
设 0O 是 一 条 从 各 出 发 的 连续 曲线 , 其 参数 方程 为 
=¢(t), to 2(to) = 加 
( 见 图 7-2)， 设 x (to) 到 0, 则 曲线 避 在 zs 二 wo 处 必 人 有 切线 , 且 
此 切线 与 正 实 轴 间 的 他 和 角 为 Argzft)， 事 实 上 ， 和 


线 zoz 关 于 正 实 轴 的 倾角 ， 邹 向 基 3 二 入 的 倾角 Arg3 


y | 
i ~ A 

Ea - yu -二 

es Db | 
图 37-2 图 73 
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当 1->to 的 过 程 中 ,z 关 zx， 在 相反 的 情况 下 , 存在 数列 >io， 
如 天 如 ， 但 Zn = (tb,) 一 &0。 这 样 一 来 ， 就 有 


2 一 zia) lm < 
+ 


sn 一 Zn = 人 0 
nn— to "te bn to 


Z(t0) 一 lim 
注 就 与 z(to) #0 的 假设 相 蔬 盾 。 因 此 就 有 
lim 2—% -lim 区 和 一 Ee 二 # (0) 和 0， 


to tC—to wa 


根据 第 一 章 中 的 习 感 ,就 得 到 


lim Arg 3 = 2 Arge’(to). 
这 就 豆 示 由 线 C 在 i 于 正 实 轴 的 佑 角 为 


Arg2 (to). 

现在 假设 函数 w 一 f( 力 在 z 一 w 处 解析 , wo 一 了 (20) ,f(zo) 
六 0. 

下 面 说 明 Arg 六 (zo) 的 几何 意义 . 考虑 上 述 从 和 进发 的 
连续 曲线 OQ, 0 在 变换 =. 六 2 下 变 成 妈 平 面 上 从 wo 出 发 的 
连续 曲线 了 w=fIz()j, 加 二 i (参看 图 7-3;。 根据 复 合 
函数 求 导数 的 法 则 , 有 

20BG1| 319| 和 | 
zt : dz Cs Ut eto 


=f (20)2 (tn) 0. 


出 此 得 到 
Arg YE -Sref 0) + Arge (to), 
已 知 信 互 2 (1) 表 孙 上 曲线 C 在 aa 处 的 切线 号 正 实 轴 间 的 倾角 
0 局 样 地 ，A 只 YB ， 表示 曲线 天 在 如 未 的 团 线 
与 正 实 负 间 的 怖 角 wo， 这样， LE 的 等 式 就 可 以 得 到 
Arsf’ (%) = -Oo, 由) 
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册 等 式 ( 才 知 道 ， 曲 线 台 在 *=2 处 前 切线 在 经 过 变换 妈 一 
了 (2) 后 ,正好 旋转 角度 Arg 产 tx) 后 就 可 以 得 到 变换 后 曲线 六 
在 tw 二 =f (0) 姓 的 切线 ， 这 个 事实 对 任何 的 曲线 都 成 立 , 因 
此 就 称 为 旋转 角 欧 不 变性 ， 由 此 还 可 以 推出 一 个 重要 性 质 : 
考 嵌 从 2 出 发 的 两 条 连续 曲线 Ca 与 Os, 它们 在 % 处 的 切线 
与 正 实 轴 间 的 倾角 分 别 为 押 与 名 《参看 图 7-44), 在 变换 
w 一 f(x) 下 ， 申 线 Ca 与 Qs 分别 变 到 ww 平面 上 从 如 一 so) 出 
发 的 两 条 连续 曲线 荆 , 与 a， 它 们 与 正 实 轴 间 的 眉 角 分 别 记 
作为 由 与 we 《参看 图 7-45)， 由 公式 (4) 得 到 
Argf' (2)=p—0, Argf'(z0) 一 gs 一 各. 

因而 有 

p10i=ga— bo 如 a 一 Di 一 9 一起， (5) 
这 里 6s 一 抽 妇 示 曲线 Ci 与 Ce 在 加 处 切线 之 问 的 夹 角 , 亦 称 
曲线 与 如 在 加 处 的 夹 角 ， 同 吾 ， 和 一 晤 表示 曲线 1 与 
Ts 在 wo 了 (zo) 处 的 夹 角 ， 公 式 (5) 天 孙 ; 在 变换 前 后 ,两 条 
闻 级 之 间 的 交角 保 接 不 变 ,有 方向 也 保持 不 变 ， 寻 出线 C 到 
曲线 Cs 的 旋转 方向 导 昨 线 荆 芭 则 谎 Z's 的 旋转 方向 二 一 至 
的 ， 这 个 性 质 就 称 为 保 角 性 . 


了 re 图 7 了 45 
下 面 说 明 | 产 (zeo)| 的 几何 意义 : 根据 定义 ,容易 得 到 


fC) | lim| -人 大 和， 


如 -一 大 少 
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这 表示 模 | 产 (| 等 于 晶 线 王 上 从 ro 玫 sz) 贞 发 的 无 穷 小 
的 弦 长 与 助 线 口 上 从 加 出 发 对 应 的 无 穷 小 弦 准 之 比 adi 
它 不 依赖 卫 下 线 口 及 站， 我 们 称 | 了 (20)1 为 变换 (在 3- 

3 处 的 伸 RoE 因此 ， te 0 到 的 了 


罕 ; 如 果 忽 巾 高 级 无 穷 小 的 话 ， i .x0 处 的 
无 穷 小 的 圆 变 到 w=wo 处 的 光 穷 小 的 出， 其 半径 之 比 为 
[fF'(C20) |, 
综合 上 面 所 述 , 我 们 有 下 面 的 定理 ; 
定理 设 阔 数 = 了 (2) 在 z 一 %% 处 解析 且 产 (zo) 关 0， 则 
它 有 两 个 性 质 ; 
1) 旅 转角 的 不 变 竹 , 保持 方向 不 变 ， 这 个 性 质 称 保 衣 
性 ; 
2) 伸缩 率 的 不 变性 
定义 2 车 函数 如 一 了 (在 =zo 的 邻 域 上 有 定义 且 有 上 
述 两 个 性 质 , 则 称 函 数 名 = 了 (2) 在 2~zo 处 实现 保 形 变 接 ; 若 
阔 数 w= 了 2) 在 区 域 口 内 每 一 点 上 都 实行 保 形变 换 ， 则 称 卫 
数 了 C2) 在 区 域 必 内 实现 保 形 变换 . 
定理 4 的 几何 意义 可 以 叙述 如 下 ， 在 :平面 上 作 一 个 以 
2o 为 一 个 顶点 的 无 穷 小 三 角形 Au 在 变换 = 了 (2 下, 各 = 
f(z0)， 六 (加) 大 0， 得 到 了 了 一 个 以 wo 为 一 个 顶点 的 无 穷 小 三 
角形 八 ;. 在 忽略 高 阶 无 穷 小 的 情况 下 , 这 两 个 三 角形 的 边 长 
之 比 为 ] 产 (zo) |， 它 们 的 对 应 角 相 等 ， 即 这 两 个 三 角形 相似 
《 见 图 7-5). 
【 例 习 函数 名 = 了 (2) 一 六 (wn 之 2 自然 数 ) 除 了 2 一 0 以 外 
实现 保 形 变换 . 
解 ， 册 于 六 (2) = 因此 当 >* 关 0 了 时, 产 (z) 关 0， 根 据 


LL. 
人 .. 
1 


图 7-5 


定理 4 当 2z 生 0 时, 7(%) = 各 就 实现 保 形 变换 ， 

反 过 来 , 容易 看 出 : 辣 冰 数 各 =f(2) 首 z= 加 处 具有 定 
理 和 中 的 两 个 性 质 ， 则 其 伸缩 率 | 产 (z0) | 了 0 且 Arg 太 (so) 存 
在 ， 它 表示 旋转 角 ， 因 此 愉 一 7 坊 在 2 一 2 处 有 导数 广 (zo) 
关 0。 

由 定理 2 及 定 开 4 可 以 得 到 下 前 的 定理 ; 

定理 5 若 鲜 析 本 数 公 一 73) 将 区 或 总 双方 单 值 地 变 到 
区 域 介 则 它 必 将 区 城 忆 保 形 变换 到 区 瑾 G. 

定义 83 车 丽 数 既 f (2 在 区 域 刀 上 每 -…- 贞 上 部 能 保持 
体 缩 率 的 不 变 尾 月 保持 夹 介 的 数 大 不 变 , 位 方向 却 相反 , 则 称 
它 在 区 瑾 万 于 实现 第 二 类 保有 形变 换 ， 因而 称 以 前 引进 的 你 
堪 变 换 为 第 一 类 和 保 形 变 搞 . 

{ 例 2 了 邓 数 iz) 二 < 在 全 求 籽 上 实现 第 二 类 保 形 变 
换 . 

解 ， 对 于 什 意 甬 zx， 显然 洗 


lim 
z-20 | 一 0 


因此 它 保 持 伸 缩 产 不 变 ， 此 外 , 这 个 变换 将 2 平面 上 的 任何 
储 线 变 到 一 条 关于 实 辆 对 称 的 申 线 ,因此 立刻 看 出 ; 它 能 保持 
两 条 曲线 之 间 的 来 角 的 数量 不 变 , 但 旋转 方向 正好 相反 。 这 
就 实现 了 第 二 类 保 形 变换 ， 
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2— 2o | 三 下 


更 一 般 地 说 来 , 有 下 面 的 定理 : 
定理 6 设 画 数 岂 = 了 (z) 在 区 域 了 内 解析 , 了 C2) 到 0， 则 
(2) 实现 第 二 类 保 形变 换 ; 反之 , 若 函数 (在 也 内 实现 第 
二 类 保 形 变换 , 则 函数 (3) 是 也 内 的 解析 沙 数 ,也 
(F(2)) #0. 
【证 】 设 产 (2) 关 0, 则 对 于 任何 的 i ED, 有 
et EO = Ff (2%) |-: lim 1 (2) ~ (0) 


He 2 一 加 
= (G0) |z0. 
因此 耻 () 在 :=zo 处 保持 但 缩 率 不 变 ， 现在 设 在 :=2 处 有 
两 条 遇 线 Cx 与 Ca， 它 们 与 正 实 轴 问 的 灾 角 分 别 为 包 改 中 
在 经 过 变换 各 = 了 (2) 后 , zo 一 J(t60)，0G3 与 Ca 变 到 从 zo 出 发 
的 两 条 曲线 总 与 Ts, 它们 与 正 实 辅 闻 的 赤 角 分 划 为 生 及 
ga， 在 变换 人 一 了 62) 下 ,曲线 与 Os 就 分 别 变 到 从 ww 外 出 
发 的 两 条 曲线 2 及， 它们 与 正 实 轴 间 的 夹 角 分 别 为 -gi 
及 一 ga。 由 公式 (5) 得 到 
(~— go) — (~~) = —0 m6, 

这 表示 1 与 Qs 之 间 的 类 角 数 呈 与 1、7% 之 间 的 夹 角 数 证 
相同 ,但 方向 相反 ， 因 此 ww 一 站 () 实 现 第 二 类 保 形变 换 . 

反之 , 像 上 而 一 样 ,可 以 证 明 ， 车/(?) 实 现 第 二 类 保 形变 
换 , 则 了 (就 实现 第 一 类 保 形 变换 , 因此 , 根据 上 而 已 经 说 过 
的 事实 ， f(D 是 了 内 的 解析 函数 , 月 (FC2)) "了 0, 和 


习 题 7 了 :1 
1. 函数 双 一 和 、 省 一 个 分别 在 怎样 的 区 域 睹 为 单 叶 函 数 ? 
2. 设 交 量 z=w 十 雯 描 出 曲线 4% 一 1， 一 1<y<1， 求 这 条 曲线 在 变 
” 换 包 = 有 下 所 得 到 的 曲线 的 参数 方程 
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3， 求 变换 如 = (十 上 的 等 仲 馆 率 故 等 旋转 角 的 轩 迹 方 郑 。 

4， 设 z 平 商 上 的 商 祝 元素 为 ie 站 解 忻 函数 如 二 F(z) 所 实 开 的 变换 
下 , 求证 区 平 而 上 的 面积 元 求 为 (9)123drdy， 设 阅 数 也 =F5) 在 
区 域 D 内 解析 , 其 值 域 为 G, 能 不 能 说 : 

G 的 而 科 = 用 ieo2ezam 
万 

。、 当 在 荆 志 1s|1< 拓 2， 一 
的 面积 是 多 少 ? 

6. 利用 解析 函数 将 区 域 灾 为 区 域 的 定理 证 明 最 大 模 原 理 . 

， 设 画 数 岂 = 了 (2) 在 4 二 加 处 解 折 五 C3)) 二 0, 证 明 : 存在 zw 的 倒 域 ， 

、 在 老 邻 域 上 , 函数 也 = 了 (38) 存在 单 值 反 函 元 5 二 gCw), 且 49) 让 
?20 一 了 (zso) 外 解析. 


er 


于 args 气 全 上 变化 时 ， 酌 数 也 = 巡 的 值 央 


~ 


第 二 节 ”分 式 线性 变换 


考虑 下 面 形 式 的 函数 


nib 
Wg ad— bez0, (1) 


其 中 @, 5, 6, @ 是 复 常数 .今后 不 妨 假 设 ed 一 如 关 0， 否则 ， 
f 2) 二 常数 ， 这 一 类 基数 的 形式 比较 简单 ， 称 为 分 式 线性 玛 
数 ， 它 所 实现 的 变换 称 为 分 式 线性 变换 。 这 一 节 中 就 研究 这 
类 函数 的 变换 特性 在 研 究 一 般 的 保 形 变换 时 , 也 常常 供 动 
于 它们 而 得 到 种 种 房 发 ， 在 研究 各 种 特殊 形状 的 区 域 的 变换 
时 ,它们 能 起 很 重要 的 作用. 


侄 ,1 分 式 线性 变换 在 全 平面 上 实现 单 叶 保 形 变换 


首先 定义 两 条 曲线 在 2 二 2 处 的 来 角 : 
定义 1 设 在 2 平面 上 有 两 多 延 介 到 z 一 ce 的 归 线 @ 与 


Am mT 从" 


0s. 令 &- 二， 则 zo0 变 为 ~0， 于 是 曲线 0 与 O 就 分 
别 变 为 由 C=0 出 发 的 两 条 曲线 01 与 .01 与 2 在 t=0 
处 的 淆 前 就 称 为 曲线 cn 及 Ca 在 2 一 co 处 的 天 衣 . 

这 就 是 说 , 两 条 曲线 在 co 处 的 夹 角 是 通过 变换 <- 过 


后 , 愉 得 到 的 莹 在 5=0 处 的 夹 角 来 定义 的 . 
现在 考虑 分 式 线性 变换 (1) 、 容 易 看 出 , 函数 


2 QZ 十 在 
C2 1 
实现 两 个 扩充 平 盏 之 间 的 双方 单 值 变换 , 其 反 变换 为 
diw—b 
2 一 一 
Cw 
设 o#*0, 则 变换 (1 将 2= 一 企 变 到 w=o0; s=ec 变 到 
GG 
ee 显然 
dw _ ud— de 
dz 大 i 
因此 ,变换 (1) 丰 2 一 妆 处 实现 了 保 形变 换 、 当 2 一 一 
时 ,ao= co， 因而 考 虞 画 数 内 一 工 -22+d 它 将 ?= 一 生变 
到 wa=0, 卫 
daw | chb—ad cp—ad 
dz a 《ez 十 a ES -各 +8) 
[ T 机 
62 
oad *0. 


因而 它 实现 z= 一 全 处 的 保 角 性 、 当 :一 oo 时 , w 一 所 因而 
考虑 函数 
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它 将 5 -0 变 到 we 一 二， 显然 


| 
A lio totdt) i leo 而 


因而 它 实现 5 一 0 处 的 保 形 变换 ， 即 变换 (四 在 :=o0 处 也 具 
有 保 角 性 ， 这 样 一 来 , 当 o#0 时 , 姿 换 (1) 就 实现 了 两 个 扩充 
平面 上 的 保 形变 换 *. 
设 =--0， 则 变换 (可 以 改写 为 
w= A ortB, ak0. (2) 


显然 有 Say0. 


因此 变换 人 4 在 任何 有 穷 点 都 实现 保 形 变换 .由 于 *=se 对 
应 着 妈 = so， 因而 为 了 要 全 究 变换 公 ) 在 无 穷 远 处 的 保 角 性 ， 
必需 考虑 函数 

1 于 


Tw I 二 有” th 


< 
己 


它 将 《=0 变 到 饮 =0.， 显然 
Cao | a & :i .7 
di |io {aFBl) eo < 
尖 而 它 实现 《=0 处 的 保 形 变换 ， 岂 变换 (七 在 ?一 ce 处 也 县 
有 供 角 性 ， 这 样 一 米 , 当 8=0 时 , 变换 人 ) 也 实现 了 两 个 扩充 
平面 上 的 保 形 变换 . 
总 结 上 面 的 讨论 , 得 到 下 而 的 定理 : 


”) 在 无 穷 起 处 , 木 考 点 伸 缩 率 的 不 变 尾 。 
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定理 4 分 式 线性 变换 (了 实现 了 两 个 扩充 平面 之 冯 的 
双方 单 值 保 形 变换 ， 
号. 号” 分 式 线 性 变换 的 分 解 

我 们 首先 研究 四 种 特殊 的 简单 变换 ， 然 后 再 证 明 任 意 一 
个 分 式 线性 变换 一 定 可 以 分 解 成 为 这 四 个 简单 变换 的 组 合 . 

1) w=z++B 

在 这 种 变换 下 ， 任 何 一 个 点 % 沿 着 测量 5 的 方向 平移 到 
点 名, 移动 网 距离 为 181( 见 疼 7-6)， 设 

风 二 几 十 多 ， 氏 二 十 训 ， 了 二 1 十 闪 3， 


则 其 变换 公式 为 
位 一 2 十 bi, 
[w= gy- bs, 


2) 0 二 ez (to 为 实数 ) 
在 这 种 变换 店 ， 
|w|= |z|, Arg w== Argz+ th. 
因此 这 种 变换 保持 向 量 z 的 长 度 不 变 , 但 幅 角 旋转 一 个 角度 
80( 见 攻 7-7)， 若 ?= 二 vw 十 iy 他 一 2 十 纪 ， 则 有 
pe Re 
v=%ain bot+y cos0o, 


如 fu 
| | 
| | ， 四 
ol Fi "| * 
图 7-6 图 7-7 辕 了 8 


这 就 是 众所周知 的 绕 厌 点 旋转 角度 六 办 的 变换 公式 . 


3) w=ke (E>0) 
在 这 种 变换 下 ， 
[wl=z|z|, Argw=ArgkiArg2=Arg?, 
因此 这 种 变换 保持 向 量 * 的 方向 不 变 , 其 长 度 放大 万 倍 ( 见 图 
Y-8)， 设 2 一 2 十 妇 ， 芭 -2 十 到 , 则 有 
[| 
v=ky, 
这 就 是 众所周知 的 相似 变换 
这 样 一 米 ,任何 一 个 整 线性 变换 w=az 十 8 (a 天 上) 都 可 以 
分 解 为 上 述 三 个 简单 变换 的 织 台 ， 事 实 上 ,有 
w=alz Ww = |]al| orama(z +£). 


即 先 作 平移 变换 “=z 上 一 ， 次 作 旋转 变换 5 ee 5， 卫 
后 再 作 一 个 相似 变换 2 一 alt 即 得 . 


4) ww 二 ( 称 为 反 演变 换 ) 
设 > 一 et 2 一 pe%， 则 得 到 变换 公式 
ip_ _1 一 和 
pe TE py 名 雹 
即 
po 一 了 工 ，g 一 一 0. (9) 
可 以 将 这 个 变换 分 解 为 两 个 更 简单 的 变换 的 组 合 ， 为 此 引入 
下 面前 定义 ， 


定义 & 设 忆 是 以 和 为 中 心 、 半 篆 为 召 揭 国 周 ， 如 果 


在 
15 一 zol [a2 一 在 ， Arglza—20)=Arg(21—z0) (YD 
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成 立 , 则 称 点 久 是 由 点 所 关于 圆周 O 作对 称 变换 后 得 到 的 
〈 死 图 7-9a); 如 果 各 与 加 的 联 线 与 直线 1 垂直 ,和 且 它 们 到 垂 
足 的 距离 相等 ( 见 图 7-95), 则 称 点 各 是 由 点 入 关于 直线 5 作 


对 称 变换 后 得 到 的 . 
由 此 看 出 : 呈 与 拉 关 于 了 咯 周 C 对称 的 充 要 条 件 是 
Re? 
2 一 20 一 


(a1 20) " 
踪 时 ， 和 外 约 联 线 经 过 20， 旨 zw 在 线段 加 各 之 外 . 
这 样 一 来 ， 变 换 (3) 可 以 分 解 为 两 全 对 称 变 换 的 组 合 { 天 
图 7 10); 2 | = 对称: 
1 


(5) 
即 设 2 二 re9, 为 一 rz09%， 就 有 
ed 二 8- 一 人 (6) 


另 一 个 是 关于 实 轴 对 称 : 


i 


有 即 设 名 一 71 68 全， 化 一 pe”， 得 到 
P=， 多 二 一 全. (7) 
需要 注意 的 是 这 两 个 变换 都 是 由 解析 函数 的 共 辊 函数 
所 形成 前 变换， 根据 定理 5， 容易 看 出 ,它们 都 实现 了 第 二 类 


保 形 变换 . 
定理 2 任意 一 个 形 如 (1) 式 的 分 式 线性 变换 都 可 以 分 


解 为 上 述 四 个 简单 变换 的 组 合 . 
【证 】 着 e 一 0, 前 面 已 经 讨论 过 , 变换 (1) 可 以 分 解 为 前 
而 三 个 简单 变换 的 组 合 、 
车 ox0, 则 可 以 把 变换 (T 写成 
二 (8) 
车 令 


f 
Wi 024d, Wa Ws- Am, VW=Uad+8, 
WL 


其 中 4- 名 二 下 ， BB 一”， 册 变换 (8) 可 以 分 解 碱 为 上 述 四 


个 变换 的 组 合 ， 面 其 中 每 ~ -个 变换 多 可 以 分 解 为 负 个 简单 变 
换 的 组 合 ， 因 此 变换 人 8) 可 以 分 解 为 上 述 四 不 简单 变 换 的 组 
合 . 了 

今后 , 我们 在 讨论 一 般 分 式 线性 变换 的 性 质 时 ,也 可 以 考 
虑 这 四 种 简单 变换 是 否 都 其 在 这 种 性 质 ， 胡 果 每 一 个 变换 都 
具有 某 一 个 性 质 , 则 复合 起 来 的 变换 (四 也 必 上 其 有 这 个 性 质 . 


多 .了 三 对 对 应 点 唯一 地 决定 分 式 线性 变换 

从 形式 上 看 ,一 个 分 式 线性 变换 (1) 具有 四 个 复 参 数 x. 
PP、 ed， 但 是 实际 上 , 由 于 这 四 个 参数 至 少 有 一 个 不 为 零 , 因 
此 就 可 以 用 这 个 不 为 零 的 参数 来 除 变 换 (1) 的 分 子 及 分 母 , 这 
样 一 来 ， 变 换 人 在 实质 上 只 依赖 于 三 个 复 参 数 了 (六 个 实 参 
数 )， 为 了 要 确定 这 三 个 复 参 数 ,只 需 在 2 平面 上 任意 地 指定 
三 个 点 加、 各 、 和 名 对 应 地 变 到 多 平面 上 得 三 个 点 Wy、%tws. 
wa 即 可 : 


一 中 12 一 


+b fj 
i pa (j=1, 2, 3)， (9) 


为 了 从 公式 (9) 解 出 &、5、 6、 a, 我 们 从 公式 (9) 及 变换 (1) 得 


到 
(ad 一 b0), (2—z1) 


WT TD "Catd)’ 
二 (wd — pe) ‘go— 24) 
WO— Ws (十 加 exo +-d) » C10) 
2 一 31 二 《ac 一 bc) .二 | 
”二 (ers -4)’ 
_ (ec — 860), {z 一 为 ) 
es (zs 0) Ce ay 
分 别 将 等 式 (0) 的 前 两 式 相 除 ,后 两 式 误 除 ,得 冯 
WW (2 一 z) , (9! 0) 
WU- (Sa) 《02 十 和) 
Wa i _ (22~ 21), 《ez 十 二 
03 一 Mo 《22 一 各) (Csi |)“ 
从 而 得 到 
2 Wa 2 多 一 21 ， 29 一 2%1 (11) 


WwW—U Wa— Wa 2 KY 
这 样 一 来 , 从 (11) 经 过 迁 当 变 化 后 就 可 以 得 到 变换 (D), 其 中 
4、58、 co. 就 可 以 由 2 及 人- 二 2, 3) 来 确定 ， 甩 除了 相差 
一 个 常数 因子 外 是 唯一 的 、 因为 公式 (11) 比较 方便 ， 故 经 党 
看 用 到 它 ， 这 样 ,就 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 3 如 果 规 定 > 和 平面 上 的 三 个 点 人 ==1，% 3) 对 应 
地 变 到 多 平面 上 的 三 个 点 为 wi 一 1，2, 8), 这样 的 分 式 线性 
变换 (了 D 必 是 唯一 的 , 且 具 有 形式 (11). 

注 车 名 或 如 (6 一 1，2, 3) 有 一 点 为 co， 则 在 公式 (11) 
中 将 包 有 co 的 分 子 及 分 母 都 取 为 1 妇 可 .如 ws 一 00, 则 公 
式 (11) 就 化 为 


一 313 一 


Cm 一 | 
一 209 一 各 ”有 一 各 
事实 上 , 在 此 情况 下 , 当 x= 纪 时 ,上面 等 式 右 边 就 为 1， 由 此 
等 式 就 推出 wz 一 co; 当 x 一 各 时 ， 上面 等 式 帮 边 就 为 0, 由 此 
等 式 就 推出 ww=aot 当 2=7s 时 , 上面 等 式 右边 为 ce, 由 此 等 
式 就 推出 wt， 
【 例 1 求 将 一 1 工 变 到 一 1、0、1 的 分 式 线性 变换 ， 
解 ， 由 公式 (11) 得 到 
B10 


w—1 U0—1 zo] %—1’ 


中 十 1 - 2 十 1 
一 一 全 
即 w—1 2-1 
_ 4-| 训 
因而 VT 


之 ,4 分 式 线性 变换 的 保 圆 性 


今后 , 我 们 把 直线 看 作 半 径 为 se 的 圆周 ,， 则 分 式 线性 变 
换 具 有 将 圆 局 变 成 圆周 的 性 质 . 

定理 4 分 式 线 性 变换 (1) 将 > 平面 上 的 圆周 双方 单 全 
保 形变 换 为 吧 衬 面 上 的 圆周 ， 

【证 】 下 定理 1 知道 ， 分 式 线性 变换 实现 两 个 扩充 平面 
之 闻 的 双方 单 值 保 形 变换 . 根据 定理 2， 任何- 个 分 式 线性 
变换 ( 民 ) 可 以 分 解 为 四 个 简单 变换 前 组 合 , 因此 只 要 证明 这 中 
个 简单 变换 都 具有 把 阿 周 变 成 较 周 的 性 质 即 可 . 

对 于 平移 变换 w=z +b 及 旋转 变换 =e*? 从 几何 上 容 
易 看 出 , 它们 都 有 保持 图 局 不 变 前 狂 质 . 这 也 可 以 用 分 析 方 
法 来 直接 证 明 , 留 给 读者 菇 己 证 明 ， 
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对 于 相似 变换 mw 一 ta(t>0) 及 反 演变 换 w 一 二 也 不 难 


证 虹 它 们 都 具有 保持 圆周 不 变 的 性 质 ， 设 圆周 的 方程 为 
(一 5o)2- (一 bo)? 一 召 《ao、4. 吾 是 实数 , R>0) (12) 


或 
ww 十 by 十 0 一 0 (ga、5.5 是 实数 , x、5 不 全 为 0). (13) 
从 方程 (12) 可 以 得 到 | 
+ 2ror— 2y0Y 1 mB-0, (12") 
设 3 -wy, 2%0= ots yo, 
代入 (12”) 式 后 , 得 到 
2 十 Bz+Bz+D=0, (14) 


其 中 万- 一 (ao 十 ia) = 一 2 也 一 zi 上 + 扣 一 瑟 . 反 过 来 ,也 容 
易 看 出 ， 若 方程 (14) 中 的 也 是 实数 , 且 |B1? 一 D>0, 则 (14) 
是 一 个 以 一 如 为 中 心 .半径 为 =MViB]” 万 的 圆周 方程 
lz+ B| 一 VT[ 一 万 ， 此 外 ,从 方程 可 以 得 到 
五 ?十 百 z 十 O 一 0， (15) 

其 中 如 = 二 (4 十 色 ) 关 0。 反 过 来 也 容易 看 出 ， 车 方程 (15) 中 
的 如 # 0， 则 它 必 是 直线 方程 , 在 这 里 也 称 它 为 图 周 方 各 

考虑 相似 变换 必 一 如 (E> 中)。 此 时 满足 条 件 1B1? 一 也 > 
0 的 圆周 方程 14) 变 为 


-i 2 十 w+ 时 ww 二 D=0, 


即 ww kBw- kBint De? -0., 
这 里 DE? 为 实数 , 且 |£B *-- Dk -如 ( Bl” 一 D) >0, 根据 上 
面 多 讨论 知道 , 此 方程 仍然 是 一 个 圆周 方程 . 同 理 , 此 时 满足 
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万 冯 0 的 圆周 方程 (15) 变 为 

w+ 时 w+O=0, 

即 For Bist Ok=0, 

它 也 仍然 是 一 个 圆周 方程 因此， 下 似 变换 保持 加 局 不 变 , 
考虑 反 演变 换 忆 一 二， 此 时 满足 条 件 |B1* 一 妃 >0 的 图 


周 方程 (14) 变 为 


.3 +B. +iD 0, 
2 2 
即 本 加 
工 十 0 Bw- Do0 一 0. (16) 


车 阅 周 (I 经 过 z=0, 如 由 此 推出 避 =0， 此 时 B0, 否则 ， 
圆周 (14) 就 退化 为 一 个 点 了 .。 这 样 一 来 , 方程 (16) 就 表示 一 
条 直线 ， 踊 是 贺 属 方程 。 车 阅 周 (14) 不 经 过 2 一 0, 则 大 0. 
此 时 从 方程 (16) 可 以 得 到 

2220 -| - 全 B+ 小 =0. 


这 里 落 是 实数 ， 生地 1 一直 一 一 1 Bla 了 D) 0， 因 此 方 


程 .16) 仍 然 是 一 A 同 理 ， 此 时 满足 瑟 #0 的 加 月 
方程 (15) 就 变 为 

st 
2 zl 


Ew- Ew+ Cww= 0. {17) 
若 方 程 (15) 经 过 z=0, 则 C=0.， 此 时 方程 (17) 是 一 个 直线 
方程 , 即 唤 周 方程 . 车 方程 (15) 不 经 过 z=0, 则 CU 了 0， 因此 
方程 (17) 可 以 写 为 
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浊 | 起? 。 | 如 js 
这 里 [ol 一 你 


>0, 


因此 它 仍 然 是 一 个 圆周 方程 因此, 反 演 变换 也 保持 图 周 不 
变 , 】 

现在 证 明 上 面 定 理 的 逆 定 理 ; 

定理 5 任 给 两 个 圆周 C 及 工 , 必 存 在 形 为 (1) 的 分 式 
线性 变换 , 它 把 C 双方 单 值 保 形 变换 到 工 . 

【证 】 在 圈 周 CQ 上 往 取 三 个 点 i, zz; 在 圆周 生 上 
也 任 取 三 个 点 Wi、 Wy、 Was。 构造 将 名 对 应 地 变 到 2 各 (i 一 1 
2, 3) 的 分 式 线 性 变换 (11)， 很 据 定理 4， 分 式 线性 变换 (11) 
必 将 经 过 三 个 点 x(%==1, 2, 3) 的 贺 周 变 到 经 过 三 个 点 人 位 一 
1, 2，3) 前 圆周 因为 三 个 点 唯一 地 决定 一 个 经 过 它们 的 圆 
膨 , 因此 分 式 线性 变换 (11) 必 将 圆 岗 C 变 到 贺 周 荆 . 3 

注 ”从 定理 能 证 明 可 以 看 出 ， 我 们 可 以 在 圆 局 C 上 任 
取 三 个 点 变 到 圆周 过 上 指定 的 三 个 点 ,此 时 变换 儒生 就 具有 
将 圆周 C 变 到 回 疝 Z 的 性质， 已 知 圆周 C 上 的 任意 三 个 点 
只 依赖 于 三 个 实 参数 ,因此 定理 5 中 将 贺 周 C 变 到 阅 岂 工 的 
分 式 线性 变换 可 以 有 三 个 任意 的 实 参 数 . 

定理 问 的 变换 将 国 周 C 变 到 网 周 和 那么 这 个 变换 能 否 
将 图 局 C 所 图 的 区 域 变 到 轴 霄 生 所 围 的 区 域 呢 ? 下 面 的 定 
理 回 答 了 这 个 问题 . 

定理 6 著 在 久 周 C 上 按 道 时 针 方 向 取 三 个 点 3、 为 、 
za， 在 图 局 志 上 也 按 道 时针 方向 取 汉 个 点 四、 加 、2s， 则 分 
式 线 性 变换 (1 必 将 圆周 台所 围 的 区 域 双 方 单 值 保 形变 换 
到 由 加 局 二 所 围 的 区 域 , 即 沿 C 按 逆 时 针 方 阵 绕 行 时 的 左 侧 
区 域 变 到 沿 工 按 道 时 针 方 向 绕 行 时 的 左 侧 区 域 . 

【证 】 根据 定理 5, 变换 (11) 将 0 变 到 万 . 此 外 ,由 于 分 
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式 线性 变换 的 双方 单 值 性 质 ( 兄 定理 1)， 因 此 三 也 必 只 是 再 
C 变 来 的 ， 即 在 O 与 荆 之 问 实现 了 双方 单 信 的 变换 ,下 全 分 
三 步 来 证 明 本 定型 : 

1) 首先 证 明 ， 在 (的 左 侧 区 域内 不 可 能 存在 两 个 点 
全 与 4 使 得 (4)= 刀 在 荆 的 左 出 区 域 中 ; (4s) 一 Bo 
在 荆 的 右 侧 区 域 中 . 

事实 上 ， 在 相反 的 情况 下 ,车 存在 点 4 与 4。 具 有 上 述 
性 质 , 则 在 C 的 左 侧 区 域 中 作 连 接 4 与 4 的 折线 1 在 变 次 
CLD 下 ， 折 线 1 变 到 连接 点 B; 与 BB 的 曲线 荆 . 因为 蕊 在 
也 的 左 铀 区 域内 ,而 Bs 在 一 的 右 侧 区 域内 , 因此 曲线 五 必 与 
个 至 少 相 交 于 一 点 .根据 与 二 的 变换 特性 , 此 交点 必 是 出 
C 上 的 一 点 变 来 的 ; 男 一 方面 , 此 交点 又 必 是 由 1 上 的 某 一 点 
变 来 的 , 而 7 与 O 并 不 相交 ， 这 与 变换 (11) 的 双方 单 值 性 相 
蔬 盾 ， 这 就 证 明了 结论 1). 

因为 分 式 线性 变换 实现 扩充 平面 上 的 双方 单 值 变换 ， 故 
由 结论 起 知道 , 0 的 左 调 区 域 或 者 全 部 变 到 一 的 左 侧 区 域 
中 或 者 全 部 变 到 六 的 右 侧 区 域 中 . 

2) 证 明 C 的 左 侧 区 域 中 必 存 在 一 点 变 到 的 左 侧 区 域 
中 . 

过 与 作 O 的 内 法 线 向 是 , 即 法 线 方向 指向 0 的 左 侧 区 域 
( 见 图 7-11), 它 是 颖 4% 在 和 处 的 切线 缀 过 旋转 于 后 得 


到 的 向 量 避 向量 元 在 分 式 线性 变换 (11) 下 变 到 则 线 六 其 
切线 向 量 记 作 元。 根据 分 式 线性 变换 的 保 角 性, 它 是 由 思 上 
的 弧 forwezia 在 tos 处 的 切线 经 过 旋转 全 后 得 到 的 向 是 ( 见 
图 8-190)， 即 它 也 指 疝 的 堪 侧 区 域 ， 由 此 推出 元 及 五 的 
端点 就 分 别 在 C 及 工 的 左 侧 区 域 中 ， 
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| 
ol sz ol 
图 7-1i 


这 样 一 来 , 由 结论 直 及 知道 ，C 的 左 侧 区 域 必 全 部 变 
换 到 工 的 左 侧 区 域内 部 ， 

3) 证 明 C 的 左 侧 区 域 在 变换 民力 下 正好 充满 工 的 左 全 
区 域 , 即 妃 左 侧 区 域 中 任何 点 必 是 出 已 的 左 侧 区 域 中 的 点 变 
来 的 . 

事实 上 , 在 相反 的 迟 帝 下 ， 在 荆 的 左 侧 区 域 中 必 存 在 着 
一 个 点 w*， 它 不 蚌 册 0 的 左 侧 区 域 变 来 的 .但 由 于 分 式 线 
性 变换 实现 扩充 平面 之 间 的 双方 单 值 变 多 ， 且 C 上 的 点 只 可 
能 变 到 本 上 的 点 ， 因 师 点 4 只 可 能 是 由 CC 的 右 侧 区 域 中 的 
点 变 来 的 . 这 样 一 米 ,， 在 工 的 左 侧 区 域 中 必 存 在 两 个 点 ， 其 
中 一 个 点 是 由 纤 前 左 侧 区 域 中 的 点 变 来 的 ; 另 一 个 点 是 击 C 
前 右 侧 区 域 忠 的 点 变 来 的 。 但 这 像 结 论 了 一 样 ， 是 不 可 能 
的 ， 归 纳 1)、2)、3) 好 证 明了 本 定 班 . 耻 

注 1 出 于 分 式 线性 变换 实现 扩充 平面 上 的 双方 单 值 变 
换 , 因此 由 定理 6 可 以 推出 ， 变 换 (1) 也 必 将 CQ 的 右 侧 区 域 
双方 单 值 地 变 到 的 右 侧 区 域 . 

注 2 如 果 存 CQ 上 选择 的 41、 zs za 的 方向 与 上 选择 
前 克 、Wa、Wa 的 方向 正好 相反 ， 则 将 各 这 到 如 (一 二 二 3) 
的 分 式 线性 变 钦 (11) 必 将 C 的 左 侧 区 域 双 方 单 值 地 变 到 工 
的 右 侧 区 域 ,将 0 的 右 侧 区 域 双方 单 值 地 变 到 荆 的 左 侧 区 
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域 ， 这 阶 注 的 证 明 留 给 读者 完成 . 
【 例 3] 求 将 | 对 <1 变 到 [mw 一 直到 工 的 分 式 线性 变换 . 
解 ， 在 1| 于 上 按 逆 时 针 方 向 任 取 三 个 点 ,如 一 下 一 分 
1 存 |n 一 什 :=1 上 上 也 按 逆 时 针 方 向 企 取 三 个 点 ， 如 0,1 一生 
2， 根据 定理 6， 由 公式 Q1) 所 史 定 的 变换 就 能 满足 变 求 ， 即 


-0.1-2-0 _ zt 一 ?二 1 


py i ey Se 


由 此 得 到 如一 2 十 | 


己 . 与 ”分 式 线性 变换 保持 对 称 点 的 不 变性 

分 式 线 性 变换 还 有 一 个 重要 的 性 质 ， 这 就 臣 保 持 对 称 点 
的 不 变性 . | 

定理 了 消 分 式 线 性 变换 (1) 将 园 周 C 变 到 圆周 过， 且 
关于 圆周 C 对 称 的 两 个 点 为 与 名 变 到 点 地 与 wo, 则 种 与 
Wws 必 关 于 圆周 了 对称 、 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 首 先 证 明 一 个 有 关 对 称 点 的 见 和 柯 性 
质 的 引 理 : 

引 理 1 点 所 与 2 关于 图 局 C 是 对 称 的 充 要 条 件 是 经 
过 各 与 如 的 所 有 回电 痢 必 与 赔 周 0 正 交 ， 

【证 】 首先 考虑 圆周 0 是 直线 i 的 情况 : 

必 杰 性 ， 设 点 久 与 各 关于 直线 1 对 称 ( 见 图 7--12)， 
即 二 是 线段 如 如 的 乘 直 平分 线 ， 册 此 看 册 , 线段 各 *s 系 直 于 
直线 i，， 上 且 经 过 点 为 与 各 的 回 周 的 圆心 必 在 直线 世上， 因而 
此 税 周 必 与 直线 5 正 交 . 

充分 性 ， 设 经 过 刀 号 22 的 企 党 图 同 玉 都 与 直线 ? 正 
交 、 此 时 , 名 与 如 必 在 直线 ?的 两 侧 , 否则 ,以 线段 ?2s 为 直 
径 作 圆 就 不 与 直线 5 相交 了 ， 因 为 经 过 为 与 如 的 圆周 民 与 
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图 7-I2 图 7?-13 


直线 1 正 交 ,因此 KK 的 圆心 © 必 在 真 线 1 上， 此 外 ,根据 题 
设 条 件 知 : 连接 入 与 为 的 直线 也 与 1 正 交 , 把 其 交点 记 为 G. 
考虑 三 角形 人 GE@z 与 人 GC@xs， 显然 
LAaGG@= Lzs0@ 一 于, | 人 a| = 1m|= 圆 周 民 的 半 征 ， 

@G 是 公共 边 ， 因 此 AGGm 兰 AGGza。 由 此 推出 1a98| = 
1Gzs1, 即 入 与 加 关于 直线 ! 是 对 称 的 . 

现在 考虑 加 六 C 是 疗 周 |z 一 26| == 召 的 情况 : 

必要 性 ， 从 定理 的 题 设 条 件 及 定义 2 中 的 公式 (当知 
道 , 各 与 各 都 在 % 出 发 的 射线 上 ( 见 图 7-18)， 且 一 个 在 0 
内 部 , 另 一 个 在 0 外 部 。 由 于 入 与 0 的 连 线 经 过 圆心 ,， 因 
此 它 必 垂 宣 于 天 周 C， 对 于 经 过 如 与 的 任 党 一 个 圆周 区， 
设 区 与 0 的 交点 为 全 与 9s， 由 公式 (4) 知 首 


[wo| = |z02| | 加 为 | 
即 


2oGal _ [zoz2| _ 18 
120% | [zo | 0) 


现在 考虑 三 角形 人 Ga 2 加 及 人 Ga 2 它们 有 一 个 公共 角 
2 二 AGizomy， 且 由 于 等 式 (18), 其 对 应 边 成 比例 ， 因 
此 六 信守 和 人 i20g9， 出 此 推出 ~ Gm， 因 
为 /242s 与 骇 Gi% 都 对 应 着 圆周 去 上 的 交 一 段 弛 (2 
因此 入 的 加 必 是 加 长 在 Ga 上 的 切线 角 . 这 表示 为 Ga 是 
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圆 六 在 对 处 的 切线 , 而 加 h 又 是 圆周 C 的 半径 ,因此 圆周 
CO 与 图 周 五 正 交 . 

充分 性 :根据 题 设 条 件 , 经 过 六 与 2 的 任意 一 个 圆周 五 
都 与 锅 周 C 正 交 ,因此 这 两 个 点 习 与 za 必然 是 一 个 在 圆周 C 
的 内 部 ; 而 另 一 个 在 疝 启 @ 的 外 部 , 否 列 ， 以 线段 五 因为 直径 
的 圆周 五 就 不 与 圆周 C 正 交 了 ， 和 由 于 经 过 及 加 的 直线 与 
贺 摧 CC 正 竟 ， 因 些 加 岗 如 的 圆心 2 必 在 此 直线 上， 显然 点 
媒 与 加 必 在 以 ww 出 发 的 射线 工 ,否则 , 车 2 在 线段 at 之 间 ， 
则 圆周 五 就 不 与 C 正 交 了 了 现在 设 经 过 如 与 a 的 圆周 区 
与 O 交 于 点 人 9 与 Ga， 因 汶 KK 与 QO 正 交 , 所 以 Gt 就 与 K 
相册 于 G3. 考虑 二 角形 人 Gaxeze 及 人 Giwwo#1， 由 于 加 的 与 
下 相 切 ,因此 了 G1 和 0 是 切线 角 ， 即 和 i 入 一 一 寻 加 Gr, 因 
为 Ga 和 是 两 个 三 角形 的 公共 角 , 因 此 
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从 而 对 应 边 成 比例 ， 妈 等 式 (18) 成 立 ， 由 此 就 得 到 了 公式 
(4)， 这 样 一 来 , 根据 定义 2, & 与 % 就 关于 圆周 对 称 了 ,】 

现在 来 证 明定 刺 7. 因为 按 定理 的 题 设 条 件 , zx 与 加 关于 
圆周 C 对称, 因此 根据 引 理 1, 经 过 2 与 四 的 国 周 族 { 玉 } 都 
与 O 正 交 ， 和 由 于 分 式 线性 变换 的 保 角 性 , 圆周 族 {KK} 经 过 变 
换 后 得 到 的 圆周 族 { 呈 也 必 与 蔗 正 交 , 其 中 了 是 由 CC 变换 
来 的 , 且 经 过 点 tw 与 wa， 此 外 , 根据 分 式 线性 变换 的 双方 单 
值 的 保持 圆周 不 变 及 保 角 的 性 质 ， 经 过 汶 与 ws 的 任意 一 个 
圆周 SS 也 必 是 由 经 过 名 与 及 的 任意 一 个 圆周 S 变 来 的 . 根 
据 条 御 SE{K}， 所 点 语 EfK}， 了 好 也 必 与 圆周 人 正 
变 . 惠 此 根据 引 还 1 的 充分 性 知道 ， 点 wr 与 wa 关于 国有 周 工 
对 称 。 定理 了 证 毕 ， 了】 
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写 .G 几 个 典型 的 分 式 线性 变换 


王将 上 半 平 面 灾 到 上 半 平 面 的 分 式 线性 变换 

设 分 式 线 性 变换 w= 了 f(z) 将 上 半 平 面 变 到 上 闪 平 面 ， 则 
它 必 将 实 轴 变 到 实 轴 . 根据 定理 6 的 注 2, wf (2) 必 将 实 轴 
上 三 个 点 <za<azs 变 为 实 轴 土 的 三 个 成 抽 <wwo<us， 即 保 
持 正 实 连 的 方向 不 变 。 出 此 推出 = 了) 在 z=wm 处 的 施 针 
角 为 零 , 即 . 

ArgfF(m)=0 或 fF'(21) >0. 

由 于 三 对 对 应 点 2%1、 za、2 与 由 、ta、 ts 唯一 地 决定 一 个 

分 式 线性 变换 ,因此 


oO 


中 的 系数 a、5、e、d 完全 可 以 由 解 方程 


_ Awt 7 _] 9 
We crt (6 1, sy 3) 


决定 (当然 精确 到 一 个 常数 因子 )。 所 以 可 以 认为 系数 &、5.、 
0、 4 都 是 实数 .此 外 ,由 于 
fF (21) 一 

因而 有 a2 一 56>0. 
反 过 来 ,任意 一 个 分 式 线 性 变换 


， az+b 本 
全 TZ (2 0 是 实数 , 且 吗 一 6>0) 


也 必然 将 上 半 平 而 变 到 上 半 平 面 ， 事 实 上 ,由 4&、5、6、4 都 
是 实数 ,因此 它 必 然 将 实 轴 变 为 实 轴 ， 用 于 ad 一 pe>0, 所 以 


We ad— be 
1%) ort 


邑 Argf'(v) =0. 


tc 一 BE 、 
Co 二 GE 


>0, 


一 323 一 


这 表示 在 实 胃 上 经 过 变换 后 的 旋转 角 为 替 ， 即 将 正 实 轴 方 向 
变 到 正 实 轴 方 向 。 由 此 应 用 定理 6， 这 个 变换 必 将 上 尘 平 面 
变 到 上 半 平 面 , 

总 结 上 面 的 讨论 , 得 到 下 面 的 定理 ; 


定理 8 分 式 线性 变换 ww 一 -加 十 将 上 半 平 面 变 到 上 
半 平面 的 充 要 条 件 是 ，4、6、c、4 都 是 实数 (精确 到 常数 办 
了 于); 且 


od— de>0, (19) 
注 满足 条 件 (19) 的 分 式 线性 变换 记 必 将 下 半 平 硬 变 
到 下 半 平 而 . | 
注 2 用 类 但 的 方法 可 以 环 明 : 分 式 线性 变换 
qz 二 5 
22 十 如 


将 上 半 平 夯 变 到 下 半 平 面 ( 或 将 下 尘 平 面 变 到 上 半 平 面 ) 的 充 
要 条 件 是 : a、8、6、 4 都 是 实数 (精确 到 常数 因子 ), 生 
ad—be<0. (20) 
【 例 让“ 求 将 上 尘 平 面 变 到 上 尘 平 耐量 将 -0 变色 如一 
0, ?一 变 到 ww 一 1 二 4 的 分 式 线性 变换 . 
解 ， 根据 定理 8， 可 以 从 分 式 线性 变换 


QZ 十 加 x 
zd (ce 了 cd 都 是 实数 ，cd 一 56 盖 0) 


中 寻找 ， 由 于 >-0 变 至 ww 一 0, 因此 得 到 3 一 0。 将 分 式 线性 
变换 (TD) 的 分 子 及 分 母 都 陈 以 “后 , 得 到 
加 一 而 和 了 其 中 6 各。 /一 局 都 是 实数 


再 从 z=% 变 到 w=4-.i 得 到 


工 十 生 一 


划一 


多 
eit 
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地 (f -+i f +e =i, 
由 此 等 式 比 较 实 部 与 虚 部 后 , 得 到 两 个 方程 
人 e 一 0， f+e=1, 
这 就 解 出 了 了 =e= 本 ,内 此 历 求 的 变换 就 是 
2 
2 十 
2. 将 上 半 平 面 变 到 单位 贺 内 部 的 分 式 线 性 变换 
设 分 式 线性 变换 w= 了 (将 上 半 和 平面 Imz>0 变 到 |u| 
过 1， 则 它 必 将 某 一 点 Ime>>0, 变 到 ww 一 0。 同 时 , 根据 分 
式 线 手 变换 保持 对 称 点 不 变 的 性 质 , 它 必 将 =x 关 于 实 加 的 
对 称 点 * 一 & 变 到 w=0 关于 |w|=1 的 对 称 点 名 =oo. 因此 ， 
和 +5 
wf(2) = Ey, CD 
则 由 0=f() 得 到 aa+58=0， 并 


(CCC——; 
oi 


由 2 一 f(m) 得 到 ca-+d 一 0， 姑 
包 


Gs 
他 


这 样 一 来 , 出 表示 式 (1) 可 以 得 到 
4 
oz+ Ce 一 和 
出 于 w= 二 了 ( 罗 将 边界 Imz=0 变 到 边界 | 公 [ = 工 因 滤 令 2 一 % 
《实数 ) 后 , 就 得 到 


GE GI 
| | 即 | 和 |= 工 


Wf(2) 一 


一 925— 


由 此 得 到 所 =gw (0, 是 菜 个 实数 ). 
最 后 就 得 到 
wo， Jmo>0 (go 为 实数 )、 (21) 


反之 ， 形 如 人 也 的 分 式 线 作 恋 换 也 必 将 Iny>0 变 到 |w|= 
41。 事实 上 , 当 z==s( 实 数 ) 时 ,有 


Py 沁 一 
ita | = 
一 


即 它 将 实 轴 变 到 | 让 jj =1 此 外 ， 上 半 平 面 布 一 点 wx 变 到 上 阅 
心 ww=0, 因此 很 据 定 理 6， 它 必 将 Pm z>-0 变 到 |w| < 十 

总 结 上 再 欧 讨 论 , 得 到 下 面 的 定 现 ， 

定理 9 分 式 线 性 变换 将 fmz>0 变 到 |w| 一] 的 充 要 条 
忻 是 ， 它 具 训 形式 (21)， 

注 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 分 式 线性 变换 将 Imx>0 
变 到 | 公 | > 工 的 充 要 条 件 是 : 


Bi .一世 


和， 其 由 Ima<0 (bo 为 实数 )， (22) 

【 例 和 。 求 将 Imz>>0 恋 到 |wl 一 工 且 将 sg< 变 到 也 =0 
的 分 式 线性 变换 . 

解 ， 由 公式 (21) 得 到 

wew < 人 (go 为 任何 实数 )， 

3. 将 单位 图 内 部 交 到 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 交换 

设 分 式 线 性 变换 名 = 了 (2) 将 单位 贺 |z|<1 变 到 单 伺 贺 
1w| 志 1, 别 它 必 将 某 一 点 a (|e| < 了 ) 变 到 人 w=0. 问 时 ,根据 分 
式 线性 变换 保持 对 称 点 的 不 变性 质 ， 它 必 将 * 一 & 美 于 jz| = 了 
的 对 称 点 = ~ 过 变 到 也 一 0 关于 jy| = 工 的 对 称 点 w= so, 因 


加- 


4 一 
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起, 若 设 


w=f(2) 一 了 (1) 
则 由 0=f(e) 得 到 aa+6 一 0， 即 
二 = 
工 \， 
由 ce (三 ) 得 到 
[2 
O00 Ld, 
[2 
1_ ga 
即 i 
这 样 一 来 , 由 表示 式 (1) 可 以 得 到 
了 
em a 人 ，Y 一 多 
四 攻 3 加 之 十 2 6 V4 1 
和 a 
@ 一 2—a 


0 Iaz’ 
由 于 刀 一 (和 将 边界 1z| = 变 到 边界 |w|=1, 因此 令 2 一 6 
《2 为 实数 ) , 就 得 到 


本 0 
1-lwl=| ga | 
| 引言 | 各 和 1-|-# 引 | 
即 一 站 a=d% (0o 为 实数 ). 
出 此 得 到 
i 式 中 |al < 名 为 实数 . C3 


反之 , 形 如 (23) 的 分 式 线性 变换 也 必 将 |z|< 主 变 到 |w| 
<1. 事实 上 ,， 当 一 6 8 为 实数 时 ,有 
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1 


~ en| | 高 | 


Brps 8@ 旨 一 处 
工 一 上 ez 
即 它 将 |z| = 工 变 到 iw|=1，。 此 外 ， 在 单位 图 内 有 一 点 2 二 
《la| 志 1) 变 到 w=0, 办 此 根据 定理 6, 它 必 糙 1z| 二 1 变 到 
[wl <i, | 
总 结 上 面 和 的 讨论 , 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 分 式 线性 变换 糙 jz1< 变 到 |2| 过 1 的 充 要 条 
件 是 : 它 具 有 形式 (23). 
注 用 同样 的 方法 可 以 证 明 : 分 式 线性 变换 将 |z| 二 1 变 
到 jw| >t 的 充 要 条 件 是 : 
We 其 中 la| 这 1， Bo 是 实数 . {24) 
~» 
{ 俩 引 求 分 式 线 性 变换 多 一 (2)， 它 将 jz| 二 变 到 
le| <1, 并 还 将 - 去 变 到 ww 一 0, 上 且 满 足 7 于)}>0 
解 ， 由 公式 (23) 得 到 ?一 (2) 的 形式 为 ; 


0 
Lal 
“|=, 


fo| = pe 


ee 
Wf (2) 0 ] (名 为 实数 ) . 
I? 

由 此 得 到 

1 1 1 
(3) l(t z) 人 2) -ee 

(~ 二 刘 

即 Argf (3)--6. 


根据 条 件 产 ( 喜 )>0， 即 Arg 了 (十 ) 一 2hr 全 为 整数) 就 可 
得 到 6 一 2&rr， 这 样 一 来 , 驶 得 
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22 一 1 
1 一 于 2 一 


【 例 1 求 分 式 线性 变换 wf), 它 将 |2|<1 变 到 jw| 
< 二 县 满足 /( 志 一 主 与 六 (二)>0. 
解 ， 普 先 求 出 将 | 一 工 变 到 放 | <1, 且 将 * 一 去 变 到 
Z=0， y( 去 )>0 
的 分 式 线性 变换 《一 g()， 出 例 5 知 道 ,这 个 变换 就 是 
Cg ~ 
现在 再 求 将 |w] <1 变 到 i| < 二 量 净 ww 一 豆 变 到 
Z=0, A >0 


的 分 式 线 性 变换 5 一 p(w) .出 公式 (28) 可 以 得 到 这 个 变换 的 
形式 为 


2 
Lp(W) 0 —— 
二 十 可 20 
出 此 得 到 
(= i (4+ oo) 一 5(w 一 全 5 em 


(+ 下) i 
从 条 件 Vy (如 )>0 就 可 得 到 0 一 2hx Ch 为 整数 )， 因 而 有 


S29— 


好 一 二 As 
一 92(?p) = < ed La 
1. 


多 23.00 
3 
设 人 : 人 9 (62), 则 本 数 
wp 1[g(z)] 


就 能 满足 余部 磷 求 了 .。 当 实 上 ， 由 于 《=y(2) 将 |z| <1 变 到 
| 一 二 调 w==g( 引 又 将 凡 i < 二 变 到 |w| 达 4, 因此 
wo—g Tg)] 
将 | < 工 变 到 janl <1， 紫外 有 
pg( 雪 )i=p!1(0) =- 豆 
及 
(pr[g(D)])' 1 ~ p+g( 雪 )] 9( 汪 ) 


此 它 满足 金 部 要 求 ， 为 了 求 出 ww 一 g 7?[g()], 有 


pW) = (2), 

2w 一 和 32 一 了 

) -3 
虹 2 十 WU 2—2" 


pi 

这 三 类 分 式 线性 变换 是 韭 常 重要 的 ， 今 后 会 不 断 地 用 到 
它们 需要 指出 的 是 : 今后 需 证 明 , 者 单 叶 和 解析 函数 将 圆 内 
变 到 图 内 , 刘 它 必 是 分 式 线 性 函数 ， 因 此 ,在 单 叶 解析 茵 数 类 
中 米 寻 找 这 三 类 上 典型 区 域 的 变换 时 ， 它 们 也 只 可 能 具有 形式 
为 (19) ~ (24)，, 
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【 例 7】 圆心 分 别 在 z=1 及 sz 一 4、 半径 都 是 MZ 的 
夯 周 所 围 的 包含 2=0 的 区 域 ( 见 图 7-140) 在 变换 w= 地 了 
下 , 变 成 怎样 的 区 域 ? 


图 7IgG 7-145 


解 ， 皇 然 ， 这 两 个 贺 周 的 交点 为 z= 土 6 且 在 z= 十 6 处 
这 两 个 圆周 的 切线 分 别 经 过 点 2 一 士 上 因此 这 两 对 切线 都 是 
正 交 的 . 交 虚 z~ -1 在 经 过 变换 后 变 到 名 一 co; 交点 mr 
在 缀 过 变换 后 变 到 w=0， 根据 分 式 线性 变换 的 保持 圆周 不 
变 的 性 质 知 , 这 西 个 回 周 就 变 成 两 条 直线 , 两 个 轴 弧 就 变 成 两 
条 从 原点 出发 的 射 级 根据 保 角 性 , 这 两 个 射线 在 原点 处 的 
严 角 为 于 . 

显然 ,在 虚 轴 上 的 线段 < 一 饮 ,一 1<y<1, 在 此 变换 下 ， 
变 到 w= 了 于 <0， 即 变 到 负 实 轴 ， 因 此 , 同 梯 根 据 保 角 性 ， 
1 与 0 的 象 01 与 C4 与 负 实 轴 的 交角 是 子 .这 样 一 来 ,根据 
定理 6 就 可 看 出 ， 安 换季 将 图 8-144 中 的 区 域 变 到 
区 域 


€ 态 
的 ~<Arg WwW 六 。 
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习 题 了 ' 安 


工 求 将 也 一 -2 二 分 解 汐 四 个 简章 变换 的 组 合 . 


2. 求 将 顶 上 扣 在 0、1. 的 三 角形 内 部 变 到 顶点 为 0.3、1 的 三 角形 
内 部 的 分 于 es 


3， 坟 变换 轨 一 上 下 , 求 下 列 基 线 的 象 


CD 2 十 mag (a 是 实数 ); (3) 9 一 和 (是 实数 )， 
4 求 将 下 列 区 城 变 到 本 身 的 慕 线 性 变换 妇 一 az 十 月 的 一 般 形 式 ; 
CD 0<z< 上 (2) y=r 及 yx 一 1 所 图 的 带 形 区 咸 . 
所 ， 试 证 明 si 与 为 居 于 到 局 4 冶 十 B23 十 Bz 二 D=0 对 称 的 充 览 条件 


是 : 


Azza + Bast+ Bat+D=0. 
86， 骨 分 析 方 法 证 明 分 式 线性 变换 县 有 保持 关于 圆 疾 对 称 点 予 些 的 性 
质 。 
[提示 用 上 一 个 习题 . ] 
7 了， 人 土 1 的 分 式 线性 变换 
8， 求 分 式 线性 迹 换 , 它 将 一 I、i、1+i 对 应 地 变 到 
(ly 0, a1, 王 一 i 《2) i, co， 1 
9， 下 死 函 数 将 下 列 区 域 这 到 什么 区 域 ? 
(D xz>0, y>0, wo 
(2) 1s|=1L, Imz>0， we 
{3) 0<arg2 < 4, 如 一 元 
10， 式 将 土 羊 平面 变 到 上 半 平 面 , 且 将 0.* 对 谈 地 变 到 二 于 的 分 式 线 
性 变换 
11. 求 分 式 线 性 变换 光一 了 (2), 它 将 Imasg>0 变 到 | 四 < 垦 满 持 
f=0, argf'()=— 
12， 求 分 式 线性 变换 如 = 了 (8), 它 将 Ims>0 变 到 | 名 一 wo] < 二 ,县 满足 


13. 


14. 


158. 


16， 


17. 


18. 


19. 


20, 


FO =un, FO) >0, 
求 分 式 线性 变 疾 也 二 7 (8), 它 将 |s| < 变 到 | < 二 且 满足 
FO=a, lal <1, F(0)~>0. 
求 将 1z| 之 1 变 到 |w] <1, 且 满 足下 列 条 件 的 分 式 线性 变换 
如一 上 3): 


{1) (3)=0, arg f(§)=0 
(2) fF(@) ==q, arg 六 (4) =m，|a| 三 ], am 是 实数 . 
求 分 式 线性 恋 换 也 = 了 (2), 它 将 13| 三 1 变色 |w 一 1|<1， 且 满足 


fF(0) = 了 ,f(D =0. 


求 将 Ims>0 变 到 Imwe<0 上 且 把 z 平 面 上 的 线段 (一 1, 1) 变 到 好 
平面 .的 舌 线 (0, 十 *) 的 分 式 线性 变换 ， 


求 把 Ims>0 上 除去 回 弧 fs|=1,，0<arg z< 也 后 的 区 域 变 到 


IEm WwW> 0 .上 除去 直线 段 Rez=0， 0<Imwel 后 的 区 域 的 灾 挽 ， 

求 由 圆心 分 别 在 3=2 及 z= 一 2 上 ,半径 都 是 1 的 两 个 里 周 所 围 的 

区 域 变 到 贺 心 为 多 二 0 的 同心 圆 环 的 分 式 线性 变换 , 有 昌 求 此 贺 环 的 

半 答 之 厂 . 

求 将 圆 环 2== 1*1<5 变 到 国 环 4= 121<10 且 满足 条 件 f5) 一 

一 生 的 分 式 线 体 变换 如 一 F2)、 

求 将 风 心 回环 jz 一 8| >9，l3 一 8|<16 变 到 同心 加 环 p< |z < 的 
分 式 线性 变换 ,并 求 p 的 值 . 

[提示 : 考虑 上 面 4 个 圆周 与 实 轴 的 交点 之 疗 的 变换 , ] 


第 三 节 菇 科 夫 斯 基 变 换 


函数 
w=J(D) 一 二 (z+ 二) (1) 


称 为 苑 科 夫 斯 基 ( 屋 yKOBCEKH 节 ) 5 它 所 实现 的 变换 称 为 苑 
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和 补 夫 坟 基 变 接 ， 这 个 变换 有 很 多 重要 的 应 用 . 
扣 然 这 个 数 在 全 而 上 除去 ?~0 以 外 解 闻 ， “0 如 
它 的 一 级 极点 ,其 留 数 为 于 ; := co 也 是 它 的 一 级 极点 , 其 贸 
数 为 一 去， 
由 公式 (D 得 到 
/9) -于 (1 到)*0， (2) 
因此 出 本 举 第 一 目 定理 4 知道 ， 它 在 :#0 处 实现 保 形变 和 


当 2=0 时 , W=ce， 为 了 训 究 2=0 处 的 保 角 性 ， 考 虑 函数 


ww = 上 
1 w 


它 将 z=0 变 到 二 0. 显然 有 
dwr 1) 
dz |sa=0 {2+1)? .ee0 
因此 根据 定理 4, 它 在 2 一 0 处 也 是 保 角 的 。 当 ?一 00 财 , 二 
co。 为 了 要 研究 在 z= so 处 的 保 角 性 质 , 必需 考虑 变换 
5= 工 政 w= 二 


2 


一 2 


因而 得 到 mm- 一 一 ， 
+ 全 
显然 它 将 5 -0 变 到 xm 一 0、 此 外 有 
te 2(1—£?) _9 
a |eso (LE 


所 以 它 在 z= 处 也 是 保 角 的 ， 
现在 我 们 研究 这 个 顺 数 在 什么 区 域 中 是 一 个 单 叶 函数 ， 
曼 然 , 当 书 任意 固定 时 ,由 (了 可 以 解 出 z= 纪 十 Ya 一 工 因此 
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它 是 一 个 多 值 冰 数 .由 此 看 出 : 我 们 必 澳 限制 z 的 变化 范 辕 ， 
即 有 限制 2 的 变化 区 域 , 才 有 可 能 得 到 单 叶 函数 ， 为 此 , 设 有 两 
个 不 癌 欧 值 和 与 如 对 应 着 同一 个 函数 值 (24) = 二 f(zo), 则 得 
2 一 加 
因为 入 天 如 ,出 此 得 zz 二 1。 这 样 就 可 着 雪 ， 只 要 在 z 平 
夯 上 能 找到 一 个 区 域 ， 使 得 在 这 个 区 域 上 任意 两 个 不 同 的 点 
2 与 Z2 不 可 能 满足 Z1%9=1, 则 这 个 区 域 就 是 茹 科大 斯 基 国 
数 的 单 中 性 区 域 了 ， 显 然 , 这 样 的 区 域 村 以 很 多 ,我 们 在 这 里 
只 考虑 四 个 最 典型 的 单 叶 性 区 域 : 

1) | 可 一 1 2) > 3 Imz>0, 4) Imz<0. 

下 面 我 们 研究 茹 科 尖 斯 基 函 数 把 这 些 区 域 分 别 变 到 什么 


加 十 一 徊 十 本 邑 “入 一 因 一 
21 yy 


区 域 : 
考虑 圆周 |z| =7+.。 令 ?二 ?es (O08<2z), 则 由 (了 得 到 


417 ， 1 
WW 十 多 二 证 (7 + ), 


即 "| 
| 于 (r 二 二 jeos 0, 
w= 于 (7 一 六)sin #, 
由 此 看 出 : 菇 科 夫 斯 基 变换 将 圆周 |z| 一 7 变 到 袖 图 
2 2 
- 人 = 十 和 =1, {4) 
GC+3)] BGB(#) 
其 中 心 在 原点 ， 长 半 辅 的 长 为 去 (十 工 ) 短 半 轴 的 长 为 
工 | 一 工 
21 个 | 
焦点 在 实 轴 上 ,为 
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e+y 3) [2 i) 1. 
设 |z| 7 之 1， 从 公式 (3) 容 芭 看 出， 当 ” 从 0 单调 地 
变 到 时 , 燃 贺 (人 的 长 半 贡 4 去 (7+ 堪 ) 单调 地 从 十 co 下 
降 到 1 而 短 半 灿 5 一 寺 ( 二 一 ”) 也 单调 地 从 +co 下 降 到 0. 


当 ?=4 时 , t=0, 而 必 的 值 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 , 且 当 0<9< 
TT 时 , 以 从 二 单间 下 降 到 一 1 而 在 rsb<2r 上 时, ww 再 从 一 I 
土 升 到 t+。 因此 |z| =1 变 到 实 灿 上 的 线段 [一 l, 圈 ， 但 在 此 
线 眉 上 来 回 直 一 一 遍 ， 这 样 一 来 ， ne 5 


se 


五 1。 

由 (3) 进 一 步 还 可 以 看 出 ， 当 x 在 上 半 个 图 周 上 变化 时 ， 
即 jz|=r?<<l，0<&9<n, 由 于 2<0, 因此 它 就 对 应 着 下 兴 个 
椭圆 ; 当 z 在 下 灶 个 图 周 上 变化 时 , 则 |?| =+<1，w 志 9 <<2z， 
出 于 ">0, 因此 它 就 对 应 着 上 半 个 枉 圆 ， 特别 地 ， 上 水 个 贺 
jz 天 工 Ims>0 就 对 应 著 下 半 平 面 ; 下 半 个 贺 }*| <0，Jims-< 
0 就 对 应 着 上 半 平 熙 , 边界 |2; = 二 fxP0 及 | = JImzs 
0 就 对 应 着 线段 [一 1, 巡 ; 线 奴 [一 二 0) 就 对 应 着 实 轴 上 从 
一 1 到 一品 的 射线 | 线 眉 (0, 1] 就 对 应 着 实 轴 上 从 十 co 
到 1 的 射线 ( 见 图 7-15). 

出 公式 (38) 还 可 以 看 到 ， 从 原点 出 发 的 射线 eg2 一 gp， 
lz < 二 在 此 变换 下 ,， 变 到 双 曲 线 中 一 支 的 -- 半 .事实 上 , 设 
9=0 当 ” 从 0 单调 地 变 到 1 时 ,已 知 2=0, 而 ww 从 十 cc 单 
调 地 变 到 1-1， 当 0<p -< 时 , 则 由 公式 (3) 可 以 得 到 


人 (5) 
2034 多 in 0 
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转 7-18 


这 是 双 上 曲线 方程 , 其实 半 轴 的 长 为 a=cosp, 虚 半 轴 长 淤 8= 
singpg， 焦 点 仍 为 C 一 土 V-- 诺 = 士 1. 进一步 从 公式 (3) 还 
可 以 看 出 ， 当 了 从 9 单 请 上升 地 变 到 工时 , & 从 二 ce 单调 下 
降 地 变 到 cosp， 而 到 负 值 ， 单 调 地 从 一品 变 到 0( 见 图 


7-16)， 当 |z|<<1, argz 一 zx 一 g, 0<9 一 可 时 ,容易 看 出 : 它 也 


变 到 双 曲 线 另 一 支 所 在 的 下 半 平 面 的 一 部 分 ， 上 且 与 上 面 那 
一 部 分 是 对 称 的 . 辣 样 , |z| <1, arg2z 一 2 一 六 及 jz < 二 


arg2- 5 二 0 (0<ig< 持 ) 对 应 地 变 到 双 曲 线 (5) 在 上 半 平 面 
上 的 两 个 立 支 ， 当 

ng 一 可 
7 从 0 单调 地 变 到 1 时 ， 从 (3) 可 以 看 出 w=0， 但 从 一 oo 
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音调 上 升 地 变 到 0; 当 argz=w,， 7 从 0 单调 地 变 到 工时 ， 从 
(3) 可 知 2=0, 而 4 从 一 co 单调 地 变 到 一 1; 当 


3 
ar 一 可 mw 


”从 0 单调 地 变 到 1 时， 从 (8) 可 以 看 凡 w=0， 而 2 从 十 co 
单调 地 下 降 到 0， 

这 样 ， 在 |s| < 工 中 ,我 们 就 很 清 想 地 知道 荔 科 夫 斯 基 画 
数 的 变换 特性 了 . 

设 1z|~7 之 1， 用 同样 的 方法 可 知道 , 闫 科 夫 斯 基 函 数 将 
|z! -> 工 恋 到 长 半 轴 为 


(1) 
短 六 二 为 。 3- 到 (一 二 


的 椭圆 (4), 但 把 上 半 个 圆周 变 成 上 半 个 椭 了 网， 把 下 兴 个 圆周 
变 成 下 半 个 精 圆 . 因此, 它 也 把 1*| > 工 双方 单 值 地 保 形变 欣 


到 全 平面 除去 线段 [一 1, 妇 后 的 区 域 存 、 此外, 及 单位 圆周 
上 出 发 的 射线 arg :一 p，|z| = C7 之 十 oo) 也 变 到 双 曲 线 
《5) 中 一 支 的 一 举 , 变换 的 具体 情况 与 上 面 是 类 似 的 ， 

这 样 一 来 ， 茹 科 夫 斯 基 函 数 在 区 域 Bi 中 就 有 两 个 单 值 
反 函 数 

z=W 二 VW 一 1， (6) 
它们 分 别 将 区 域 加; 变 到 单位 圆 的 内 部 |z| < 工 及 外 部 
Iz| 宇 1. 

这 两 个 单 值 反 范 数 称 为 两 个 单 值 解析 分 支 ， 此 外 ， 成 上 面 介 
绍 移 变换 性 质 可 以 知道 , 当 侯 从 下 灶 平 面 趋向 于 线段 (一 1,1) 
上 的 值 色 时, 第 一 个 解析 分 支 就 从 上 半 个 圆 !1z| < 内 趋向 于 
圆周 jz| =1 上 的 值 , 其 幅 角 为 9 一 cos-1w; 而 第 二 个 解析 分 支 
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Ce | 


却 从 下 半 个 区 外 |z| 一 1 趋向 于 |z| = 上 的 值 , 其 杠 角 为 2 一 
一 eos tw.， 同样 ， 当 ww 从 上 半 平 面 趋向 于 《~1， 人 0) 上 上 的 
值 & 时 ,第 一 个 解析 分 支 就 从 下 尘 个 圆 |z] <1 内 趋向 于 |z| = 
工 上 的 值 ， 其 概 角 为 = 一 cos -4 而 第 二 个 解析 分 支 却 从 上 
半 个 加 |z| <1 内 趋向 于 |z| = 工 上 的 值 , 其 幅 角 为 
外 一 00S 开 中 

因此 ， 第 一 个 分 支 在 下 半 平 面 上 的 极限 值 与 第 二 个 分 支 在 上 
半 平 面 上 前 极 隐 值 相 等 ; 而 第 二 个 分 支 在 上 半 平 画 上 的 极限 
值 与 第 一 个 分 支 在 下 半 平 面 上 的 极限 值 相 等 。 这 样 一 来 , 茹 
科 夫 斯 基 的 反 函数 (6) 的 黎 曼 曲面 就 是 将 第 一 个 区 域 包 在 
《一 二 蕊 的 下 沿 与 第 二 个 区 域 刀 在 (一 1,1) 的 上 沿 相 接 ; 而 
第 一 个 区 域 瑟 在 (一 二 1) 的 上 沿 与 第 二 个 区 域 za 在 (一 1， 
1) 的 下 沿 相 搂 。 尽 管 后 一 种 相 接 在 实际 十 不 可 能 一 一 因为 中 
间隔 了 一 屋 , 但 是 我 们 仍然 看 作 “ 相 接 ”. 这 个 歼 曼 曲面 的 自然 
边界 是 土 L。 存 扩充 平面 上 z= se 也 不 是 属于 自然 边界 ， 

如 果 考 虑 Im:>0 作为 茹 科 夫 斯 基 画 数 的 单 叶 性 区 域 ， 
则 已 知 JIm2z>0，|*| < 之 1 双方 单 值 地 变 到 Im <0, 上 且 Imz;> 
0, js| = 二 1 变 到 (1， 一 了 ;线段 (一 1, 0) 变 到 实 轴 上 的 从 一 1 到 
一 ce 的 射线 ;线段 (0，1) 变 到 实 辑 上 的 从 十 ce 到 1 的 射线 ， 
此 外 ， 它 还 将 mxz>0，[z: 之 t 双方 单 值 地 变 到 Jm%w>>0, 生 
把 实 轴 上 的 射线 红 ， 十 o0) 变 到 久 平 区 实 轴 上 的 射线 忆 ， 
十 20); 把 实 辑 上 前 射线 (一 co, 一 了 十 变 到 实 轴 上 的 射线 (一 人 2， 
一 1). 这 样 一 米 , 茹 科 夫 斯 基 沙 数 就 把 上 半 平 面 lmz>0 双 
方 单 值 池 保 形变 换 到 爹 平面 上 除去 射线 (一 2， 一 也 及 C1， 
十 co) 后 的 区 域 Bs， 其 边界 上 的 对 应 关系 可 以 参看 图 7-17. 

如 果 考 虑 Imz<0 作为 茹 科 夫 斯 基 函 数 的 单 叶 人 性 区 城 ， 
则 按 上 述 同 样 的 讨论 可 知 : 它 也 将 Inz<0 双方 单 值 地 变换 
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1 全 
pe pg | ~ 
和 
7-17 
y 和 
二 1 | 1 多 
i -一 一 一 一 一 一 一 -人 一 
SD 0 @ /@” 区 下 二 +" 
> 
De i 
图 7-18 


到 区 域 BB, 其 边界 上 的 对 应 关系 可 以 参看 图 8-18. 

我 们 也 可 以 在 区 域 杷 中 得 到 丫 科 关 斯 基 汕 数 的 反 丁 数 
(6) 的 两 个 单 信和 解析 分 支 , 其 中 一 个 将 变 到 上 兴 平面 , 另 
一 个 则 将 怒 变 到 下 半 平 面 。 它 的 黎 曼 曲面 的 构造 方法 与 上 
曾 类 似 ,其 自然 边界 也 只 是 两 个 点 土 1， 读 者 有 兴趣 的 话 ,可 
以 仿照 上 面 的 讨论 , 自己 试行 讨论 一 下 . 

[ 例 卫 求 将 Imz>0， zj <1 变 到 |w|<1 的 双方 单 什 
保 形变 摘 ， 

解 。 首 先 应 用 茹 科 失 斯 基 函 数 刀 = 豆 (z 十 工 ) 将 区 域 
Tmz>0，|s| <1 变 到 Im ml 之 0， 应 用 通 数 如 = 一 wm 将 
Im ws <0 变 到 Taues>0。 任 取 上 半 平面 上 的 点 ww 一 6 根据 


第 二 节 定理 9 函 教 风 = -2 将 Jm ws>0 变 到 |w| <1, 这 
样 一 来 , 这 三 个 玖 数 的 复合 就 满足 了 要 求 ， 
40 一 


TAN 3 


1 1 。 
一 去 (2+ 3)- 2 二 242 十 二 
-去 (2 取 )+i 条 一 242 十 荆 
【 例 3]】 求 将 单位 加 |zj <<1 内 除去 两 条 割 线 (一 1, 一 1 十 
癌 与 久 一 及 1) (0<h<<]) 后 的 区 域 避 双方 单 值 保 丧 变换 到 
|w| <1 的 函数 . 


解 ， 已 知 菇 科 夫 斯 基 函 数 4 一 吉 (z+ 二) 双方 单 值 保 形 


变换 |*| <1 到 全 平面 除去 割 线 [一 1, 1] 后 的 区 域 , 世 将 线段 
(一 41， 一 1+ 如 与 [1 一 k,，1) 分 别 变 到 线段 [一 35， 一 已 及 


(4, 避 | 其 中 8= 二 (1 一 h4 了 六 -|]， 这 样 一 来 , 扼 数 


el 


就 将 区 域 也 双方 音 值 保 形 变换 到 全 平面 除去 制 线 [一 8, 刀 后 
的 区 域 DI， 函数 we 一 -六 就 将 区 域 DD 变 到 全 平面 除去 割 线 
[1, 刁 后 的 区 域 色 ， 景 后 , 癌 科 夫 斯 基 栈 数 的 反 函 数 


芍 一 支 就 将 区 域 到 双方 单 值 保 形 变换 到 1w| 过 1， 这 三 个 汕 
数 的 复合 就 能 满足 要 求 : 


1 | Ne 
2 2 十 二 
WW + | 7 )- 


习 题 7.3 


4、 求 将 单位 加 外 1s|>>1 除去 两 个 线段 [一 h, 一 了 与 {, 如 %> 了 后 
的 区 域 双方 单 值 保 形 变换 到 12| >1 的 函数 ， 
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全， 求 将 单位 图 13| <1 内 除去 线 妥 [Ree] C0<< 尹 的 区 域 双 方 音 
什 保 形变 换 到 |w] <1 的 函数 ， 

3. 求 将 上 半 了 而 Ims>0 上 除去 较 弧 ，| 中 一世 0<argz <p<r 的 区 
域 冯 方 单 值 保 形 变换 到 上 兴 平 订 mo>0 的 函数 . 


第 四 节 ” 几 个 初等 函数 实现 的 变换 
么 .1 窒 活 数 与 根 式 西数 实现 的 变换 
考虑 苦 函 数 亿 一 z 《2>2 为 整数 )， 显 然 


因此 当 z 关 0 时 ， 


虫 此 推 则 ， 计 数 名 =(n 守 2) 在 z 短 0 处 实现 了 保 形 变换 。， 当 
z 一 0 时 , 刀 一 0。 为 了 研究 在 2 一 0 处 的 宰 换 人 性 质 , 考 嵌 任意- 一 
点 ?二 76” 对 应 于 忆 一 p er 一 790W， 出 出 得 到 

p= 7T*, P=. (C1) 


因此 在 变换 多 = 下， 把 调 量 的 模 |z| = 变 到 2， 而 幅 角 放 
大 nt 信 , 因 此 当 n 守 2 时 ,就 没有 保 角 性 质 了 . 

现在 研究 单 叶 性 区 成 . 设 包 六 fs, 但 失 = 翁 。 令 21 一 0 
zs Tae， 出 此 得 村 em* 一介 om 因此 就 有 


人 3 二 923， 好 六 一 2 (2) 


ma 一 mg 二 2tz， 则 印 一 加 一 2 (为 整数 )。 (3) 


让 此 看 出 ， 任 何 一 个 区 域 上 只 要 其 中 有 任何 两 个 不 同 的 点 科 与 
zs 不 能 同时 满足 等 式 (2 及 (3)， 那 么 此 区 域 就 是 一 个 单 叶 竹 
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区 域 ， 例 如 , 下 列 的 2 个 张 角 为 < ~ 的 前 形 区 域 都 是 单 叶 性 


区 域 : 


28m 


一 十 如 aaTEY<c 2 二 TD (4) 
区 


其 中 2 可 取 任 何 实数 ， 这 些 区 域 记 为 Di,a, 当 如 =0 时 , 记 
为 Zrs(0sK<sm)， 

由 变换 公式 (了 可 以 看 出 : 它 把 圆周 121=re 变 到 圆周 
|w|=73， 且 当 argz 在 |2|=ro 上 按 逆 时 钙 方 向 绕 行 一 图 时 ， 
0<arg%z 忆 29m， 就 在 | 名 | 二 江上 按 道 时 和 针 方 向 祭 行 nn 图 ， 
0<arg w<2nw, 它 把 射线 argz~0. 变 到 射线 arg wv 一 n. 容 
易 看 出 : 它 把 单 哮 性 区 域 Ds 变 到 平面 上 的 区 域 0<argww 
<2n, 

现在 考 虐 克 责 数 如 =” 的 反 艾 数 ,也 即 根 式 函 数 

Zo Wo , 
为 了 将 : 看 作 骨 变 量 , 我 们 写 为 
一 必 2 ， 
它 是 z 一 so 的 反 鲁 数 、 令 : 一 re 可 知 函 数 由 = 性 有 省 个 
值 ; 
w= 9D) De {k=0, 1, 2, 1, n—1), (5) 
它们 在 任何 角形 区 域 91< ne 中 都 是 单 值 解析 函 
数 , 且 将 这 个 区 域 变 到 区 域 全 -<argw < 一色 十 6， 特别 地 


将 任意 一 个 角形 区 域 Oe. z<a2m 变 到 区 


0<arg < 二 二 到， 
这 显然 有 
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(大 a OW 2 )y 
2 de 
[i 
Ee 
nt ne et 
{ 例 1] 求 将 第 二 节 例 7 的 区 域 单 叶 地 保 形 变换 到 
[mw>>0 的 画 数 ， 


解 ， 由 第 二 节 例 7 知道 ， 函数 01 一生 将 鲍 7 中 的 区 


域 单 叶 地 保 形 变换 到 图 7-445 中 的 区 域 Ga， 其 中 射线 04 与 
正 实 划 的 倾角 为 号 m， 函数 wo=o 4"ww: 将 Gs 变 到 第 一 象限 
0<argws< 写 ， 由 此 ， 函 数 w= 组 就 将 第 一 象限 


mT 


0<aTg < 可 
恋 到 上 半 平 面 0<sarg 吧 到， 这 三 个 函数 的 复合 就 满足 机 
冰 : . 
[人 移 呈 求 将 上 半 平 而 Jm?:>0 不 除去 虚 加 上 的 线段 
(0, 1] 统一 们 的 区 域 必 ( 见 玫 7-19Q) 单 叶 地 保 形 迹 换 到 上 
半 于 身 Imww 半 0 的 鲁 数 . 
解 ， 闫 枚 tw - 尝 将 区 域 忆 单 叶 地 保 形变 换 到 全 平面 上 


有 | DBD G1 Gs 
me Ss 四 @ @ @ 
-gog Ce 
CY 中， LD 
图 7-184 了 -195 图 7-19c 


除去 实 轴 上 的 射线 [一 如 ，-+o0) 后 得 到 的 区 域 后 ， 且 当 # 在 
边界 上 按 北 时 针 方 向 从 *= 一 ce 变 到 := 十 oo 时, wi 在 实 轴 
上 从 -二 ee 恋 到 一 好， 再 从 一 民 变 到 十 2( 见 图 7-195)， 范 
数 ip 一 好 十 妇 就 将 区 域 呈 单 叶 地 保 形 变换 到 金平 功 上 除去 
正 实 轴 的 区 域 Ca， 共 边界 对 应 关系 可 以 苑 图 7-19e， 冰 数 
W= Na 
的 一 个 分 支 就 将 区 域 Ge，0<arg ve<gr 单 守 地 保 形变 换 到 
区 域 0<argw<xw， 因此 这 三 个 函数 的 复合 就 能 满足 要 求 ; 
六 十 如 


答 , 呈 ”指数 活 数 与 对 数 函 数 实现 的 变换 
己 知 指数 函数 we 在 全 平面 上 解析 , 县 


因此 由 本 章 第 一 节 知 , 它 在 全 平面 上 都 实现 保 形变 瞻 . 
现在 米 寻 找 单 咱 性 区 域 . 设 入 过 加， 但 ea 一 后。 令 
21=7 gy, 和 = 了 十 他 3， 

就 得 到 ee 
由 此 得 到 
tl -一 2km 人 是 义 数 ). C8) 
由 此 看 出 : i 两 个 不 同 的 点 和 气 与 
za 不 能 癌 时 滤 是 (86) 中 的 两 个 等 式 ， 则 此 区 域 就 是 单 叶 性 这 
域 .例如 ,下 列 的 区 域 Sx 就 是 单 时 性 区 域 ， 
2km 之 Jmz<2(E 汪 Dm (是 任何 秒 数 )， (7) 
现在 要 问 措 数 郊 数 把 这 些 区 域 变 握 怎 样 的 区 域 ” 令 人 = 
Pen z 一 2 十 多 ,出 划 =e* 得 pe? erev， 身 此 得 到 
一 ef， 9 一 外 《3) 
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由 变换 公式 知道 它 把 直线 "= zo， 一 co<%< 十 ce 变 到 畔 周 
Pp 二 2; 实际 上 ， 它 把 直线 段 + 一 70，2krr 之 -2 天 十 Dz 变色 
圆周 p=e 上 队 去 点 = 后 的 若 弧 ， 当 zo 从 -so 恋 到 
+ 吕 时 , 辐 周 jw =p= 外 就 从 |wi ~p 一 0 单调 地 变 到 lo| = 
Pp 二 十 coo, 因此 它 将 水 平 带 28r <Yy<<2[ 才 十 已 和 单 叶 地 保 形 变 
换 到 区 域 0<arg%<23r。 同时 ,也 可 以 看 出 : 它 将 直线 y= 
各， 一 coe<2< 十 cc 变 到 2 平面 上 的 射线 arg2= 加 ( 见 了 图 
7 了 -20) 


现在 考虑 指数 函数 岂 =e' 的 反 肾 数 , 即 对 数 欧 数 
z= 0, 

为 了 将 > 看 作 自 变量 , 我 们 写成 ww 一 也 z, 它 是 *=s” 的 反 苯 
数 ， 令 2# 一 让 68 尖 和， 人 一 2 二 各， 可 知 画 数 妈 = 了 2 存 无 穷 多 
个 分 支 ; 

Wy 一 nn 十 和 (9-2kor) {5 是 整数 )， (9) 

Vw 二 7, ?一 04-2kz (人 是 整数 )， 《10) 
它们 每 一 个 在 区 域 0<arg*<<2z 中 是 单 值 解析 的 .它们 将 图 
周 |z| =7，0<argz<2r 变 到 直线 段 4&=]Inyr，28r< 一 7 去 
2(8 二 1)mi 将 射线 args 一 oo，0<7 一 十 ce 变 到 直线 9 一 加 
2kvr， 一 co <w 必 十 co, 因此, 它们 就 将 区 域 6 和 argz<-2z 变 到 


二 


水 平 带 2 天 im ww 之 2 十 0m; 转 蜀 地 名 一 (ln so (今后 记 作 
lnz) 将 0<argz 忆 2m 单 叶 地 保 形变 换 到 0<Imw<3m; 将 角 
形 区 域 0<arg zx<ia 所 2 单 叶 地 保 形 变换 到 
0 一 Imnw<a<s2. 
在 区 域 0<<arg :<2x 中 ,有 
dnok 1 1| 


de pn Ew | Wx=(los)s 


1 
= GD 
考虑 一 般 的 宕 函数 办， 它 是 按 下 列 方法 来 定义 的 : 

2 一 2 (8 是 复数 ). (12) 
因此 ,一 般 地 来 说 ， 它 是 一 个 多 值 沙 数 .如 果 取 Lz 的 一 个 
单 值 解析 分 支 也 2 0<argz<<2x, 就 得 到 
W268 ln #— Estln r+18) 2 PE (0<0<27), (12") 
从 对 数 函 数 及 指数 函数 的 性 质 知 道 ， 当 6 为 实数 时 ， 函 数 
(12) 将 射线 argz= 4 变 到 射线 arg w 一 Bgo， 因 此 它 将 角形 
区 域 0<argz<a 变 到 角形 区 域 0<argw<B8x， 从 对 数 函 数 
及 指数 列 数 芍 单 叶 性 区 域 也 可 以 看 出 当 a<2m, Ba<2m 
时 , 函数 (12") 就 把 区 域 0<argz< a<2zr 单 叶 地 保 形变 换 到 区 
域 0<argww<Ba<2r. 
【 例 引 求 将 区 域 6<Jm2z<z 单 叶 地 保 形 变换 到 |w| < 
1 的 聘 数 . 
解 ， 从 指数 汞 数 的 性 质 知道 ， 梢 数 wi 一 er 单 叶 地 保 形 变 
换 0<Imz<<n 到 区 域 Inaa>0、 又 从 第 二 节 定 理 9 知道, 区 


数 几 一 -2 二 将 区 域 Imeo>0 单 时 地 保 形 变换 到 |w| <1. 
这 两 个 郑 数 的 复合 就 满足 要 求 ; 
DD 
@* 寺 名 
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【 例 科 求 将 带 形 区 域 0<Imzx<32x 中 除去 水 平 射线 
Imz=5r, ~—0<Rez<0 
后 的 区 域 号 单 叶 地 保 形变 换 到 带 形 区 域 0<Jmw<2n 的 函 
数 ( 见 图 7 了 -21)， 


图 7-21 


解 ， 已 知 沙 数 如 一 将 区 域 0<Imz<2n 单 时 保 形 变换 
到 区 域 0 之 arg ww< 近 2x, 它 还 将 射线 Imz=zr， 一 co<Rez<&0 
变 到 arg?x 一 下 及 ji 从 0 到 1 的 线段 ， 即 负 实 轴 上 上 的 线 
眉 [ 一 二 0 中， 因此 ,函数 we 将 区 域 0<Imz<%r 单 时 地 
保 形 变换 到 全 平面 上 除去 实 轴 上 的 射线 全 一 I 后 的 区 域 
G1， 量 然 We 一 wl 将 区 域 多 单 叶 地 保 形 变换 到 全 平 商 上 
除去 正 实 轴 后 的 区 域 Ca: 0<<arg ts 之 2zm。 上 骨 由 对 数 水 数 的 
性 质 知道 , 函数 一 ns 就 将 区 虞 Ge 单 叶 地 保 形 秋 换 到 带 
形 区 城 0<Iniw<2mw， 这 样 一 来 , 这 三 个 请 数 的 复合 就 能 湛 

w=]n(e+1). 


想 , 咏 三 角 创 数 与 反 三 角 函 数 实现 的 变换 

这 果 只 介绍 正弦 函数 tw 一 sinz 与 余 荡 疼 数 公 =60s2 以 及 
它们 的 反 枯 数 亡 实 现 的 变换 . 

1. 正弦 函数 屎 二 sin 及 其 反 通 数 久 二 Ig siiz 所 实现 
的 变换 
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己 知 (siny)” =:eosz, 因此 正弦 冰 数 = 一 sinz 在 全 平面 上 
除了 
?二 二 要 十 2h (是 整数 ) 
世 外 都 实现 保 形变 换 ， 
现在 研究 单 时 性 区 城 ， 没 器 关 和， 有 Sinz4=sinz4, 即 
Bin tg — Sin ga “=0, 


21% 2 
出 此 得 2 008 一 in m0, 


由 函数 sinx 及 togs 的 等 点 分 布 可 以 推出 ,; 或 者 
一 2 一 2 一 ])?m 二 2km 一 2no (nw 是 整数 ) (13) 


或 者 
反 十 2 一 士 二 28 一 (2 上 +T) 外 是 整数 )， (14) 


由 此 看 出 ， 任 何 一 个 区 域 , 只 要 其 中 任何 两 个 不 同 的 点 各 与 
“a 既 不 满足 等 式 (了 扫 ) 又 不 满足 等 式 (14), 则 就 是 单 叶 性 区 域 ， 
这 样 的 单 叶 性 区 域 可 以 很 多 ， 例 如 可 以 取 
一 ) .上 半 平 岛 上 宽度 为 2x 的 上 半 个 起 直 的 带 形 区 域 : 
ITmz2 盖 0， 一 亚 扫 Roy, 或 更 一 般 了 区 域 Gr( 风 图 了 -22c)， 
Jm -0 (2X 一半) 条 :Res 一 ar (v 足 入 数 }，(15) 


(二 )》 宽度 为 = 的 往 直 的 带 形 区 域 - 末 <Beze 5， 成 


图 7-22a 


更 一 般 的 区 域 RB.( 见 图 ?7-225); 
(二 + 二 Re2 -< (二 + 的 全 是 整数 ).， (1 


下 话 研 究 孙 数 各 一 sinz 章 时 地 把 区 域 Ge 保 形 变换 到 人 怎 
样 的 区 域 : 我 们 将 区 域 Go 分 成 三 部 份 , 它们 分 别 用 阴影 区 域 
及 空白 区 城 表 示 ; 将 边界 也 分 成 三 部 份 ,分 别 用 四、 四、 国米 
站 示 三 有 段 真 线 Rez= 一 zx,，0<<Tmz< 十 oc; Jmz 0， 一 元气 
Rez<sr Rez 一 0 一 Jmz 一 十 cc 显然 , 项 数 必 = sinz 可 雇 
分 解 成 四 个 单 叶 保 形变 换 的 复合 : 


Zi a= 0", = 这 一 一 i 妈 汪 去 (w+ 二 去 )， (17) 


每 一 个 前 数 都 将 前 一 个 因 变 其 所 对 应 的 区 域 单 叶 保 形 变质 到 
因此 , 函数 必 =sins 就 将 区 域 Bo 单 叶 地 保 形 变换 到 全 平 
辕 上 除去 实 轴 上 的 线段 [一 1, 刁 及 人 负 壤 轴 后 的 区 域 总 , 共 阴 


= sa 下 


?7-234 
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影 区 域 及 空白 区 域 的 对 应 关系 以 及 边 办 的 关系 也 可 以 从 图 
7-23 羞 出 ， 

由 于 范 数 允 =sinz 其 有 周期 为 25, 因此 它 也 将 任何 一 个 
区 域 Bf 仆 是 整数 ) 单 呈 地 保 形 变换 到 区 域 . 

仿照 上 述 , 同样 可 研究 函数 ~ sing 将 区 域 Bo 单 叶 地 保 
形变 换 到 怎样 的 区 域 : 我 们 将 区 域 Bo 分 成 两 部 份 : 有 阴影 的 
区 域 及 空白 区 域 ; 将 边界 也 分 成 两 部 份 ,分 别 用 @@ 与 国 表示 
直线 


La = 
Re 一 一 可 及 Rew= 忆 、 


变换 公式 二 六 中 的 每 一 个 函数 都 将 前 一 个 函数 中 的 因 变 基 记 
对 应 的 区 域 单 叶 保 形变 换 到 适当 的 区 域 . 


图 ?7-244 
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因此 , 函数 w==sinz 就 将 区 域 嫩 单 叶 地 保 形 变换 到 全 平 
商 上 除去 实 贰 上 的 两 条 射线 :一 co，- 间 及 是 , 十 oo) 后 得 
到 的 区 域 Fs, 其 贿 影 医 域 及 空白 区 域 的 对 应 关系 以 太 边 界 的 
对 应 关系 也 可 以 从 图 ?7-2 看 出 

由 水 数 wm 一 sinz 的 性 质 知 道 ; 

sin(g— kr) = —sini fr 2) = {—1)*sing. 

因此 它 也 将 区 域 忆 : 单 叶 地 保 形变 换 到 区 域 五 ， 伍 对 应 的 阴 
影 区 域 及 空白 区 域 的 变换 却 正 好 相反 (参看 图 7-225)， 

从 上 诠 的 分 析 可 知 ， 在 区 域 信 或 及 中 ， 汕 数 w=sinzx 
有 单 值 反 男 数 . 将 此 及 卫 数 记 作 2:-Argsinw, 它 在 区 域 
了 或 8s 中 有 单 值 解析 分 交 , 它们 分 别 将 区 域 加 与 za 对 应 
地 单 叶 保 形 变换 到 区 域名 及 BB(£ 是 整数 )， 习 惯 上 ， 常 
将 z 作为 自 变 量 , 将 色 作 为 因 变 请 ,因此 写作 

w= Arg Silla2， 
它 是 函数 2=sinw 的 反 否 数 ， 为 了 清楚 地 写 出 其 类 示 式 ， 由 
z 二 gin ww 得 到 
ete 一 6- 间 
24 7 

因而 有 20 — 26 rir— 1 0, 
解 这 个 方程 , 得 到 


6 二 dz 土 和 Ml 一 2, 
即 
w= 于 a(t MI). (18) 
显然 ， 它 是 多 值 函 数 . 出 上 面 的 讨论 知道 ， 它 在 区 域 总 或 
太 。 上 有 单 伟 解 析 分 支 , 且 将 区 域 总 及 Fs 对 应 屯 单 时 保 形变 
换 到 区 域 中 及 有 妃 ( 是 流 数 ). 


3. 余 芒 函数 妈 =ebs2 及 其 反 国 数 也 =Argcosz 所 实现 
的 变换 

已 知 (eos 妇 一 一 sinz， 因 此 余弦 函数 如 =coszx 在 全 平面 
上 除了 ”> 一 ji 人 天 是 整数 ) 以 外 都 实现 保 形 变换 . 

注意 到 


wcoss—sin(F—2 )= —sin (:— 豆 ) (19) 


由 名 ==sinz 的 单 叶 性 区 域 可 以 我 出 各 =608z 的 单 叶 性 区域. 
事实 上 上, 从 公式 (13) (14) 及 (19) 可 以 看 出 : 任何 一 个 区 域 ,只 
要 其 中 任何 两 个 点 如 与 2 既 不 满足 


一 副 -人 一 副 


二 205， 即 为 一 加 =2nm (ww 是 整数 )， (20) 
又 不 满足 
-到 + 

20 二 1)wx， 导 + 和 w=2lm 人 是 整数 )， (21) 


就 是 单 哇 性 区 域 ， 这 样 的 单 叶 性 区 域 可 以 很 多 .例如 可 取 
《一 ) 上 半 平 面 上 宽度 为 2r 网 下 直 的 带 形 区 域 ， 


3 
可 <Rez<< 术 到 


或 更 一 般 的 区 域 Gx( 见 图 7-25e); 
Imz>0, — 持 +2kw<Rex 一 .m+-2kw (是 整数 )，(22) 
(二 ) 宽度 为 普 的 迁 直 的 带 形 区 域 : 0< Rez<z， 或 更 一 
般 的 区 域 三 (网 图 了 -258); 
jir 一 Rez< (+TDr (全 是 整数 ). (23) 
利用 获 数 w=sinz 将 区 城 信 及 BB; 对 应 地 单 叶 保 形 恋 
撞 到 区 域 Fi 及 了 F， 的 性 质 ， 由 公式 (19) 即 推出 , 函数 也 一 co03% 
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Imz>0, — 


图 7-25a 图 255 


将 区 域 久 单 叶山 保 形变 换 到 全 平面 上 除去 线段 [一 1，1] 及 
正 虚 轴 后 得 到 的 区 域 z3,， 其 阴影 区 域 及 空白 区 域 的 对 应 关 
系 以 及 边界 的 对 应 关系 可 参看 图 7-25a 与 图 7-26&。 同样 出 
公式 (19) 可 推出 , 函数 %= cosz 将 区 域 矿 单 叶 地 保 形变 换 到 
全 平面 上 除去 实 轴 上 的 两 条 射线 (一 cs， 一 媚 与 中 ， 十 ce) 后 
的 区 域 .za, 其 阴影 区 域 及 空白 区 域 的 对 应 关系 以 及 边界 的 对 
应 关系 可 参看 图 ?258 与 图 7-262 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 在 区 域 级 或 下 中 ， 牙 数 凤 一 
cosz 就 有 音 值 反 函 数 . 将 这 反 天 数 记 作 z=Argcosw， 它 在 
人 区域 Fi 及 Bs 中 就 有 单 值 解析 分 支 ， 它 们 分 别 将 区 成 Fi 与 
Fs 对 应 地 单 叶 保 形变 换 到 区 域 Gi 及 (是 整数 )， 习 殿 
上 上 , 常 将 z 作为 各 变量 , 将 w 作 为 因 变 量 , 因此 写作 
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Ww = Arg Cog%, 
它 是 函数 ?一 eos 刀 的 反 函 数 ， 为 了 清楚 地 写 出 其 表示 式 ， 由 
z 一 coat 得 到 2 《上 一， 因而 有 


2 — De 一 0。 
解 这 方程 ， 得 到 ee M22 一 1 ， 即 


w= 上 In(z+ MFI). (24) 


显然 ， 它 是 多 值 函 数 . 由 上 面 的 讨论 知道 ， 它 在 区 域 下 或 
本 上 有 单 值 解析 分 支 ， 且 将 区 域 下 及 醒 对 应 地 单 叶 保 形 
变换 到 区 域 G! 及 加 (上 是 整数 ). 

【 鲍 51 求 将 区 域 Inz>0, 一 于 < Rez< 半 单 时 地 保 


形变 换 到 自身 


Tm -mT 
im ww 0, -Bw 


且 把 点 <= 土 纪 十 名 (8>0) 对 应 地 蛮 到 点 刀 = 士 也 了 的 阔 数 
全 有 图 


解 ， 由 上 面 的 讨论 知道 , 函数 凡 =sinz 将 区 域 JImz>D 
一 号 志 BRoz<-3 单 叶 地 保 形 变换 到 上 尘 平 宙 Imaawa>0， 国 
为 
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ET 十 昌 


sin ( 土 村 105) 十 cog23 =-: 十 


2 Es 
所 以 它 将 2 二 土 于 十 认 对 应 地 变 到 点 w 一 土 4 人 二 全 并 人 
这 两 个 区 域 的 边界 的 对 应 关系 可 参看 图 7-284， 函 数 
01 
?22 一 下 


将 上 半 平 面 pmaet>0 单 时 地 保 形 变换 到 上 半 平 面 Imao>0， 
县 将 点 4 一 士 症 蛮 到 点 ws 土 1， 其 边 欠 的 对 应 关系 可 参看 
图 7-2825, 最 后 , 函数 w=Arg sin ?03 的 一 个 分 支 就 把 TJmtps>> 
0 单 叶 地 保 形 变换 到 区 域 , 


Imw>0, CC— <Re WwW< 


且 使 点 ww 一 土 1 变 到 虑 w% 一 士 于 ， 其 边界 的 对 应 关系 可 参看 
图 7-27， 四 此 , 这 三 个 函数 的 复合 就 能 满足 要 求 : 


2sing 2 ). 


w= Arg sin( 二 于 i 


习 题 7:4 


1 求 下 列 区 城 单 叶 地 保 形 变 坎 到 上 于 平面 的 函数 ， 
(1) 两 个 国 |2 一 ii <M23, |z+il<<V23 相交 的 且 包 有 8 一 0 的 区 
域 ; 
{8) 区 域 jz 一 上 | > 了 
(3) 区域 1 一 ?|] 二 2 Imz>0; 
(4 区 域 Ins>0，~ 持 <Bes < 子 ， 且 要 求 把 > 平 画 - 
一 至 、0、 村 对 应 地 变 台 内 平 再 上 的 三 个 上 一 至、0、 了 可 


全 : 
2、 求 把 下 列 区 域 单 叶 地 保 形 变换 到 下 半 平 面 的 函数 : 
(1) 全 平面 上 除法 虚 轴 上 的 线段 [一 i 器 后 得 到 的 区 域 ; 
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[2-3 <3: 


(2) 区 外 | 中】 除去 实 输 上 的 射线 阅 ，+ =) 后 入 到 的 区 域 ， 
3， 求 将 下 列 区 域 卫 单 叶 地 保 形 变换 到 区 域 G 的 函数 : 

GD 到 带 形 区 域 0<ITrs<w 中 除去 虚 负 上 的 线段 | 0. 亚 让 
G， 和 带 形 区 域 9<Imw<w, 

(2) DD |s1>1, 0~args<a; G. 0<argz<o, 且 把 点 a=h 变 到 
点 w=1; 把 点 she* 变 到 点 如 =e， 

《3) DD， 单位 加 1s| < 十 9G 全 平面 上 除去 负 实 轴 上 的 射线 

1 

(-~, -_3 

《4) 双 单位 加 ij <1 内 除去 线段 (一 了 上 用 [Fa 1), 0<a<l: 
G， 上 半 玉 面 的 .上 半 个 对 直 带 形 区 城 :uw>0, 一 于 之 Rew 


-_ 


| 


第 五 节 利用 对 称 原 理 及 边界 对 应 
定理 进行 单 叶 保 形 变换 


与 .1 利用 对 称 原理 进行 单 叶 保 形变 撞 


在 第 六 章 第 一 节 中 曾经 介绍 了 用 黎 曼 - 施 巨 效 定理 米 进 
行 解析 开拓 .这 个 定理 可 以 推广 到 边界 为 品 周 的 一 部 份 的 错 
沈 ， 且 还 可 以 用 来 研究 在 开拓 后 所 得到 的 区 威 的 变换 特性 . 
这 就 有 可 能 使 得 把 研究 比较 复杂 的 区 域 的 保 形 变换 转化 到 比 
较 简 单 的 区 域 的 变换 , 这 样 就 有 可 能 具体 求 出 变换 的 阔 数 . 

定理 1( 黎 曼 ~ 施 瓦 效 定理 的 一 般 形式 ) 设 Di 与 Ds 
是 :平面 上 的 两 个 区 域 ， DD 位 于 了 唤 周 C 所 围 的 区 域 的 内 部 ， 
县 Di 有 一 部 分 边界 7 位 于 圆周 CO 上 , Ds 是 DD 关 于 加 周 O 
的 对 称 区 域 ; 同样 设 Ga 与 Gs 是 ww 平面 上 的 两 个 区 域 , 全 位 
于 图 骨 式 所 转移 区 域 的 内 部 ,县 9 有 一 部 份 边界 王位 于 
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图 ?7-29 
周 荆 上 , Gs 是 Ga 关于 回 周 二 的 对 称 区 域 ( 见 图 7-29). 又 
设 沙 数 w=f(z) 在 Di 内 单 叶 解析 ， 且 把 区 域 DD 变 到 区 域 
Ga w= 了 f(z) 还 在 D+ 上 连续 , 且 把 1 双方 单 值 地 变 到 工 . 
在 这 些 条 件 下 , 存在 函数 名 = 了 (2), 它 存 区 域 D= Di-Fit- Da 
上 章 叶 解析 ,并 把 区 城 也 双方 单 值 地 保 形 变换 到 区 域 
G=Gi+L+Gs, 
其 把 司 内 关于 圆周 的 对 称 点 变 到 侣 内 关于 圆周 六 的 对 称 
点 ， 此 外 , 当 >E 已 二 时 ,有 三 (2) 一 了 (2)， 
【证 】 首先 作 分 式 线性 函数 6 一 L1(%), 它 把 圆周 O 亡 围 
的 内 部 区 域 变 到 上 半 平 面 me>0, 因而 就 把 区 域 马 单 蚊 
地 保 形 变换 到 上 半 平 面 上 的 茶 个 区 域 D, 且 把 圆 弧 了 变 到 实 
轴 上 的 线段 根据 分 式 线 性 变换 保持 对 称 点 不 变 的 性 质 ， 
函 教 一 产 ( 仿 还 把 区 域 Ds 剃 叶 地 保 形 变换 到 区 成 六 关于 
实 铀 的 对 称 区 域 Ds, 它 位 于 下 半 平 面 上 . 设 2= 荆 "(6) 为 其 
反 沙 数 . 
同样 ， 存 在 分 式 线性 函数 wy 一 ZL 了 (ww), 人 尼 把 园 周 荆 记 围 
的 内 部 区 域 变 到 上 半 玉 商 lm wy>>0, 办 市 把 区 域 Gaz 单 叶 地 
保 形 变换 到 上 半 平 面 上 的 某 个 区 上 成 Go, 且 把 阅 弧 工 变 到 实 
轴 土 的 菜 个 线段 五 t= 5(w) 还 把 区 域 鸟 单 叶 地 保 形 变 
换 到 区 域 Hl 关于 实 轴 的 对 称 区 域 G5, 它 也 位 于 下 半 平 面 
上 . 设 见 一 to) 是 它 的 反 函 数 ， 
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这 样 一 来 ,复合 函数 各 = 和 [TFI10 裤 ] 诚 将 民 域 二 单 
时 地 保 形 变换 到 区 域 Go 在 芒 +7 上 上 连续 ， 且 把 实 轴 上 的 线 
投 双 方 单 值 地 变 到 实 贺 上 的 线段 工 . 
根据 第 六 章 中 的 黎 曼 施 瑟 兹 对 称 定理 . 企 在 画 数 加 
GE): 
(Laff [L373], 2E Da 
WO ED, zeED4t. 
它 在 DIV-+D3 上 解析 ,， 且 将 5 平面 上 关于 实 加 的 对 称 点 变 
到 吉平 加 上 关于 实 轴 的 对 称 点 ， 由 于 函数 (2) 及 分 式 线性 
函数 的 双方 单 公 的 变换 性 质 ， 国 数 如 一 G( 允 将 区 域 以 双方 
单 值 地 保 形 变换 到 区 成 Ci， 将 线段 了 双方 单 值 地 变 刘 线段 
了 ,将 区 域 Ds 双方 单 艇 地 保 形 变换 色 区 域 Ge, 因而 就 将 区 
域 D4-7TDs 双方 单 值 地 保 形 变换 到 区 域 俩 十 +Gs. 
现在 考 虚 医 数 多 一 了 了 (2) 一 Lil (Dy (2))]， 由 于 五 (2 将 
区 域 Di 二 ?十 Ds 单 叶 地 保 形变 换 到 区 域 Da 十 7 十 了 3，CCS) 将 
区 域 Di -YDs 单 叶 地 保 形变 换 到 区 域 人 十 和 G3, 2! G01) 
将 区 右 二 十 天 -HG3 单 叶 地 保 形变 换 到 区 域 剑 -+ 上 一 Gs。， 因 
此 允 数 纪 一 下 就 将 区 域 D 十 ?+DD; 音 叶 地 保 形 变 次 到 区 域 
全 十 了 -FGa， 有 响 外 ， 当 2EDi 了 时， 和 由 于 公式 (1), w= 了 (2) 一 
Lal[LLal fiLit Lz))11~f te), 1 
这 个 定理 有 多 方 而 的 应 用 , 下 面 举例 说 明 ，: 
【人 鲍 刁 求 把 金平 而 革除 去 十 字形 后 的 区 域 吕 单 叶 保 形 
迹 换 到 全 平面 上 除去 实 轴 . 上 的 线段 后 的 区 域 仔 ( 见 几 7-30). 
解 : 在 实 畦 上 和 作 两 条 玲 线 (一 co， 一 中，[LP，-Hce). 首先 
考虑 将 上 上 尘 平面 Jm > 盖 0 上 去 掉 虚 辆 上 的 线段 (0, 纲 ] 后 的 区 
域 D, 单 时 保 形变 换 到 .上 半 平 面 inmw>>0, 且 将 z= 一 4 变 到 
包 二 一 8,， 将 % 二 了 变 到 名 == 必 的 函数 ， 出 第 四 节 例 2 知道 ， 函 
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9 3 OR 
一 Pi 
坦 @ 
图 T7309 


数 wWim= VT 丰 将 区 域 Di 单 叶 保 形变 换 济 上 半 平 面 Im ws 
>0, 此 外 , 在 研究 边 异 点 的 变换 时 ,今后 总 是 认为 区 域内 的 点 


CE 


趋向 于 边界 点 的 极限 值 ， 这样 就 容易 妖 出 ; 点 *= 一 4 变 到 点 


Wi VT, 
事实 上 ,在 变换 = 有 下， 点 ?一 一 4 就 变 成 点 入 = 但 是 它 
是 由 第 四 象限 趋向 填 入 一 0? 的 极限 值 ， 即 认为 为 =@ 的 幅 角 
为 2r， 和 = 为 十 如 一 吕 十 妇 就 将 * 一 一 2 变 到 点 因 一 02 直 - 
ia， 但 是 也 将 它 看 作 第 四 象限 上 点 的 极限 值 , 即 认为 因 一 到 二 
到 的 幅 稻 也是 25( 克 加 75) ， 


~ 
2 AN 
一 —e 
0 学 —& [ 8 
图 7-31q 图 7-315 


最 后 ,变换 吕 = \/ 2 =/ 5 十 大 就 将 点 z= 一 < 变色 负 实 轴 
上 的 点 一 V+ 扩 , 册 其 篇 角 为 5, 实际 上 , 它 是 第 二 象限 上 
的 点 的 极限 侯 ， 回 埋 襄 以 看 出 ， 点 z 一 8 在 变换 

J 一 ye 


正 变 到 点 w 一 \ 天 十 人知 ， 它 是 第 一 象限 上 的 点 的 极限 值 ， 令 
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w 一 人 全 十 大, 及 一 更 十 灰 ， 同 时 也 可 以 看 出 ; 这 个 变换 还 
将 边界 (一 so， 一 叫 变 到 实 铀 上 的 射线 (一 ce， 一 思 ， 将 边界 
[5, 十 00) 变 到 实 轴 上 的 射线 [8B, 十 oo) ( 见 图 7-315). 

现在 寻找 将 上 半 平 而 Im wy>>0 单 吓 保 形变 换 到 上 半 平 
两 Jmaes>0, 和 且 使 射线 (一 o0， 一 Q] 变 到 射线 (一 ,一 0], 使 
射线 [8, 十 oo) 变 到 射线 [4, +ec) 的 冰 数 ， 显 然 , 疯 数 


Ua 2 二 Gt ea) 
就 能 满足 要 求 . 
这 样 一 来 , 这 两 个 函数 的 复合 函数 
人 YE date 
Oe 
(VBTR +4 EF) 


就 将 区 域 Di 单 叶 地 保 形 变换 到 上 于 平面 Imss>0, 且 把 
《一 co， 一 串 变 到 (一 cc，- 引 ,把 [8， 十 co) 变 到 [dg， 十 co)， 
利用 定理 1， 项 数 


Ni f (2), ED1i+(—2, 一 十 了， +o0); 
ee 0-{e 2E Da. 
就 满足 全 部 要 求 ， 


与 .多 ”利用 边界 对 应 定理 进行 单 叶 保 形变 换 


在 很 多 情况 下 ， 为 了 要 验证 殉 数 2 一 了 (%) 把 一 个 区 域 D 
单 叶 保 形 变换 到 另 一 个 区 域 8, 往往 只 枚 验证 它 能 否 将 忆 的 
边界 双方 单 值 地 变换 到 区 域 G 的 边界 邵 可 这样, 在 具体 应 
用 时 就 会 带 来 一 定 的 方 使. 

定理 &( 边 界 对 应 定理 ) 设 区 域 力 与 台 分 别 是 以 逐 段 
光滑 则 线 O 与 荆 所 图 的 有 界 区 域 ， 义 设 函数 w=f(2) 在 D 
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内 解析 , 让 十 O 上 连续 ， 且 将 边界 G 双方 单 值 地 变换 到 边 
界 五， 则 函数 w= 了 ( 罗 必 将 区 域 D 双方 单 值 地 保 形变 换 到 区 
域 妇 . 

【证 任 取 点 woEG, 首先 证 明 ， 函数 (2) 一 wo 在 了 D 
内 有 且 只 有 一 个 根 . 

根据 第 四 章 中 的 幅 角 原理 ， 函 数 f (2 一 wo 在 区 域 忆 内 
的 根 的 数目 叉 有 表示 式 


4 
A 2 


A, Arg( f (2 — ?60), 
其 中 CC 是 必 的 边界 ,十 按 正 方向 绕 行 一 圈 的 ， 和 由 此 得 到 


N= 2 dr Arg{w— 0), (2) 


pa 
4 


其 中 工 是 全 的 边界 ,但 是 暂时 还 不 知道 这 里 是 按 什么 方向 绕 
行 的 。 由 等 式 (2) 得 到 访 = 土 L， 但 是 六 是 表示 函数 了 (%) 一 
wo 的 零点 的 个 数 , 因 此 六 到 一 t， 所 以 玖 一， 这 就 证 明了 函 
数 了 <2) 一 wo 在 DD 内 只 有 一 个 根 ,也 即 在 卫 内 内存 在 一 个 点 ， 
记 作 zo, 使 得 wo==f(zo).。 同时 也 可 看 出 ， 当 C 按 正方 向 线 
行 一 图 时 , 二 也 必 按 正方 向 绕 行 一 图 . 

当 wo 七 旨 一 十 荆 时 ， 由 公式 (2) 即 可 看 出 六 =0, 因此 
证 数 f(2) ~- wo 在 吕 内 没有 根 , 即 当 %*EDD 时 ,函数 纪 = 了 (的 
俩 域 不 可 能 在 @ 关于 全 平面 的 余 集 中 . 

当 0E 荆 时 , 在 如 内 也 没有 点 “0 使 得 函数 f(zo) 取 的 值 
为 we。 在 相反 的 情况 下 , 由 于 第 一 节 中 的 解析 下 数 将 区 域 变 
到 区 域 的 定理 知 ; 它 必 将 wo 的 某 一 个 邻 域 扩 4zo 和 也 变 到 点 
wo 的 一 个 邻 域 S (aoo) ， 这 个 邻 域 就 会 包 有 区 域 人 的 外 点 ,这 
就 导致 矛盾 . 

这 样 一 来 , 函数 w=f( 罗 就 双方 单 值 地 将 区 域 台 保 形变 
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痪 到 区 域 G， 了 

注 1 在 应 用 这 个 定理 时 ， 区 域 刀 的 边界 人 经 常 是 无 办 
机 名 如 正 实 机 等 设 2: 是 闭 区 域 姜 一刀 <-O 的 一 个 外 点 ， 作 
变换 5 一， 则 区 域 刀 就 双方 单 值 保 形变 换 到 某 个 有 办 
区 域 ， 记 作 力 ， 其 边界 0 双方 单 值 过 变 到 及 的 边界 ， 记 作 
Cr。 此 时 ， 考 虑 用 函数 w 一 (a +) 代 稚 函 数 7(， 它 就 


在 区 域 D' 内 解析, 在 D'+0" 上 连续 , 且 把 D 的 边界 双方 间 
什 地 变 到 区 域 G 的 边界 本 . 应 用 上 述 定理 2 扒 出 函数 
f+ 主 ) 航 将 区 域 D' 双方 单 值 保 形变 换 到 G, 因而 函数 
(2) 就 将 区 域 刀 双方 单 值 保 党 变换 到 区 域 人 了 . 

注 2 如 果 区 域 G 的 边界 工 包 有 无 穷 远 点 时 ， 则 情况 就 
比较 复杂 了 。 例如 ,函数 w 一 关 在 上 半 平 夯 Imz>0 上 解析 ， 
在 Imz>0 上 连续 , 且 将 实 山 双 方 单 值 地 变 到 zw 平 而 上 的 实 
输 ， 并 保持 方向 不 变 。 但 是 ， 我 们 知道 ， 必 = 宫 在 上 半 平 面 
Tre>0 上 不 是 单 叶 丽 数 , 它 不 能 单 叶 卫 将 上 半 平 面 az>0 
变 到 上 半 平 页 Da w>0， 在 这 个 情况 下 , 定理 2 是 不 成 立 的 ; 
对 于 这 关 区 域 G， 在 对 冰 数 7) 及 区 域 的 边界 作出 一 些 假定 
后 ,定理 2 是 否 成 立 呢 ? 下 面 的 定 于 回答 了 这 个 问题 

定理 3 设 刀 是 以 逐 段 光滑 曲线 0 为 边界 所 围 的 区域， 
而 区 域 G 的 边界 是 包 有 无 穷 远 点 的 逐 段 光滑 曲线 /,， 设 因 
数 w 一 (在 区 域内 解析 ， 在 力 -+O 上 除了 点 :二 吕 外 连 
续 ,在 = 有 % 处 满足 条 件 


Hm f (2) (sz0)* ~ -A4¥0 (n>0). (3) 


函数 纪 ~ 了 (还 将 边界 0 双方 单 值 地 变换 到 边界 人 ,x 二 zo 恋 
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到 % 一 cc， 且 保持 绕 行 方 向 不 变 、 最 后 , 设 昌 线 CG 在 z 一 加 处 
的 左右 切线 的 夹 角 为 ar {0<a<2)， 上 曲 绕 荆 在 w=oo 处 的 
两 个 分 支 渐 近 线 所 构成 的 角度 为 Bw (0 所 8B<2) ( 见 图 
7-32)， 若 


.Br2 
Dn (4) 


则 允 数 各 = 了 (%) 将 区 城 呈 双方 单 值 保 形变 找到 区 域 G， 


图 7-32 


【证 】 为 了 应 用 有 界 区 域 之 间 的 边界 对 应 定理 ， 我 们 在 
2z=2 加 处 作 以 2 一 加 为 圆心 、 半 径 为 了 的 小 加 及:， 将 较 KK 的 
边界 上 位 于 区 域 也 内 的 那 一 部 分 记 作 5,, 将 区 域 DD= DD 一 六 ， 
人 KK; 表示 半圆) 的 边界 上 属于 曲线 C 的 一 部 分 记 作 Ci;， 令 

他 -CS 

设 we 是 区 域内 约 征 总 一 成 ， 由 王 Jimf (%) 一 sc， 诅 这 
可 以 选择 ”充分 小 ， 使 得 在 闭 圆 KK 与 区 域 相交 的 那 一 部 
分 集合 上 , 荡 数 多 = 了 (2) 本 可 能 下 到 值 xo， 这 样 , 活 数 (2) 一 
wo 在 区 域 D 内 的 零点 的 个 数 W 等 于 它 在 区 域 信 内 的 零点 的 
个 数 . 和 粮 据 第 困 训 中 的 幅 角 原理 知道 

N -元 4 ArgC fl y= 六 Jo, Arg( f(z)-- wo) 


+ dr ATg (FOO) —uo), (5) 
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当 z 在 曲线 GO 上 按 道 时 针 方 向 绕 行 一 圈 时 ， 由 定理 的 题 
设 条 件 知道 ， 点 也 =. 关 2) 在 曲线 忆 上 也 按 逆 夺 针 方 向 绕 行 一 
图 . 由 此 得 到 


do Arg(f (8) 一 on) 


dr Arg(W— 0) = (2— BIR, (6) 


设 : 在 曲线 尽 i 二 了) 在 荆 上 按 道 
时 对方 向 对 应 着 绕 行 一 自 弧 ， 由 于 lim T= 让 因此， 出 
等 式 (6) 得 到 


do, Arg( J (2) — 一 Wo) -2 dr, Arg(w— — two) 
_ -8) 8 
= +o(l) = (一身 )+o(D. 
(7) 
对 于 公式 (5) 中 右边 的 第 二 项 , 由 于 条 件 (3), 得 
JG -A+00D)). 
因 焉 得 至 


1. A:-o(D os—2n)* 
De ds, Arg( f (2) —100) = a 


(2—2n)* 


= Arg (A +o(l) 一 oo(z 一 2 入 


a 1 pb 
Br ATE? 20) 


=001) + par~ 0(D) + (8) 
将 等 式 (7) 与 (8) 代 入 等 式 (5) 后 , 令 7->0， 就 得 到 
N=-1+-2 (9) 
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在 条 件 ( 名 下 ,cp 一 8 过 2, 因此 由 等 式 (9) 得 到 站 < 天 2. 

此 外 , 由 于 只 >0、a>0.6<s2， 因 此 就 有 
不 = 到 (2 一 8+akD>>0. 

由 此 就 得 到 了 入 =1， 这 就 证 明了 ， 函 数 w=f(z) 在 卫 内 只 
存在 一 个 值 能 够 取 到 zeoEG， 

余下 来 要 证 明 , 当 wo EG 时 ， 际 数 了 (一 wo 在 区 域 DD 
内 没有 根 ， 人 但 是 代替 等 
式 (7), 这 里 有 


1 NS 
D7 Ado, Arg( f (2) ~— wo) 


es dr, Arg {a' — wy) 


~ 天 +oGD= 一双 +-o(D， (10) 
这 样 一 来 , 比较 等 式 (5) (8) 与 (10), 今 ”0 后 ,就 得 到 
-ze (11) 


同 理 ， 由 于 ak>0 以 及 条 件 (3) 知 ; a 一 8 过 0, 就 可 以 从 等 
式 (11) 得 到 一 I< 让 <1， 肌 此 推出 六 =0， 邯 函数 w= 了 (2) 
在 区 域 卫 内 取 不 到 和 伪 wo EE 分 . 

因而 ， 函 数 Ww 一 f(x) 就 双方 单 值 地 将 区 域 也 保 形变 换 到 
oo. } 

注 1 在 具体 应 用 时 ,车 荆 首 忆 =oo 处 是 两 条 平行 线 ， 
则 8=0; 车工 在 =oc 人 处 是 全 平面 除去 制 线 为 射线 的 区 
域 , 则 =2( 见 图 7-38). 

注 2 车 在 CO 上 有 玫 个 点 为、 如 、…、 对 应 地 变 到 包 一 
ce， 则 下 以 像 上 面 一 样 地 讨论 证 明 ， 只 要 其 中 至 少 有 一 个 点 
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I ~ B=-3 
=0 
a > 人 
@ 四 
图 7-33 


4(1<o<s) 满 足 条 件 (3) 与 (多 ,那么 定理 3 的 结论 仍 成 立 . 
注 8 对 于 在 本 节 定 理 2 的 注 2 中 所 举 的 函数 ~ 必 及 
区 域 , 在 ==3(zo 对 应 于 4 一 o0)、a 一 I、 B=1 时 , 条件 (3) 不 
成 立 ， 由 此 看 出 , 一 般 地 来 说 , 条 件 (3) 是 定理 3 的 必要 条 件 . 
【 例 31 问 醒 数 w= -二 7 把 单位 国 [2|<1 单 叶 地 保 
形变 换 到 什么 区 域 ? 
解 : 当 [2| ~1 时 , 令 z 一 eo9, 出、 


下 EM 本 1 
好 一 to 一 


世 0* 
和 
444008 可 


因而 , 当 8 队 0 单调 上 升 地 变 到 zw 时 , 就 有 Imw%>0, 有 日 ew 
从 子 单调 上 升 地 变 到 -ec; 当日 从 单调 上 升 地 变 到 2 
时 ,就 有 Jmw>0, 但 Rew 从 -ec 单调 下 降 地 变 到 于， 这 个 


函数 在 除了 := ~ 工 以 外 的 闭 单位 圆 1z| 过 1 上 连续 , 且 把 := 
一 上 变 到 % 一 se。 为 了 应 用 边界 对 应 定理 ， 需 要 指出 : 在 :一 


一 1 处 , a~1、h 一 2， 且 B=~2, 因 此 满足 < 人 一. 应 用 定 
理 8 推出 这 个 函数 就 将 单位 贺 |z| <1 双方 单 值 地 保 形变 
换 到 全 平 而 上 除去 实 轴 上 的 割 线 | 汗 ， 十 oo) 后 的 区 域 . 
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习 题 了: 号 


1. 用 对 称 原 更 求 把 区 域 1?| > 上 去 掉 两 个 线段 1<|z|<h，args 一 
0, 壬 后 的 区 域 单 叶 地 保 形 变换 到 Ia| > 上 的 函数 . 


2， 求 把 1z| >1 上 去 挤 思 个 线段 1<12| 志 ,WTgz 二 


的 芝 域 单 叶 地 保 形 变换 到 | 内 | 一 1 的 函数 . 

3， 求 把 上 半 平 面 Im#~0 上 去 掉 无 穷 多 个 线段 0<y<h, z=jior(k 二 
0,， 士 1 土 3,…) 的 区 域 单 叶 保 形变 换 到 于 半 平 面 juw>0 的 渐 
数 。 

入， 设 函 数 岂 = 了 (8) 在 区 域 7 二 182| 二 RR 内 解析 ,在 fr 二 jz| 去 及 R 上 连续 , 且 
当 jz] 一 五 时 ,Fe 一 0, 求证 (2) 一 0. 

5 试 证 ， 若 函数 名 = 了 (z) 在 |z| <1 内 和 解析, 在 1ss1 连 续 ， 且 将 边界 
|z| = 工 疯 方 单 值 地 变 到 | 让 一 1， 则 -72) 必 是 分 式 线性 丽 数 ， 

6.， 设 函 数 丈 =7 让 2 在 全 二 13 坟 科 内 解析 ,在 症 志 | 中 过 人工 连续 , 且 及 
方 单 值 地 把 ?1 所 13| 守 72 变 到 pi 所 | 区 | 和 pa， 则 几 有 


(k=0,1,2,3) 


2 
pa 2° 
9， 间 廊 数 加 一 人 一 三 一 ; (% 是 下 整数 ) 把 区 域 1z| <1 单 叶 地 保 形 
(Cb 


变换 到 什么 区 域 ? 
8， 问 立 数 名 二 # 十 e 把 带 形 区 起 一 中 Ts 单 叶 邮 保 形 作 换 到 什么 
区 域 ? 


第 六 节 ”上 半 平 面 到 多 角形 的 保 形变 换 


上 淮 平 面 到 多 角形 的 保 形 变换 在 很 多 实际 问题 中 ， 如 流 
体 力学 、 电 吻 、 袜 场 等 方面 ， 孝 有 重要 的 应 用 ， 设 在 多 平 面 上 
有 一 个 多 角形 区 域 G6， 其 顶点 按 道 时 针 方向 依次 为 ww (1< 
< , 在 硕 点 wwi 外 多 角形 名 的 来 角 为 kx， 暂 时 认为 
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0<an<2 (1 kb<n)， 旺 然 有 有 

Dn 2, (DD 
我 们 需要 求 出 能 够 将 上 半 平 面 Inz>0 单 叶 地 保 形变 找到 多 
角形 好 的 函数 。 从 下 一 节 要 介绍 的 黎 党 存在 定理 可 知道 ,这 
样 的 变换 函数 纪 =/(z) 是 一 定 存 在 的 ， 且 将 实 轴 与 多 角形 的 
边界 工 之 癌 建 立 起 一 一 对 应 的 关系 。 和 由 此 纵 出 :在 实 办 上 
必 存 在 % 个 点 鸣 ( 咏 人 bo), 使 得 ww 一 了 (ax) ( 见 图 734). 不 
坊 认 为 


U1 dn. (2} 


图 7-34 

下 面 讨论 变换 遂 数 w= 了 f(z) 在 点 zs 处 的 变换 转 性; 
显然 ， 函 数 wa (fo 一 sw 去 在 适当 选取 分 支 后 ， 把 > 一 内 
在 上 半 平 面 上 的 半 个 图 SB; 双方 单 值 地 保 形 变换 到 在 wi 平面 
上 的 ui=0 的 邻 域 中 以 某 条 直线 五 为 边 的 一 个 区 域 G， 根 
瀑 对 称 原理 知 , 函数 wr 一 Cf) 一 ww) 训 把 以 2= 为 中 心 前 
一 个 小 加 Cu 双方 单 值 地 保 形 变换 到 心 =0 的 一 个 邻 起 互 ， 

根据 第 四 章 中 解 入 函数 的 秦 勤 展开 定理 知道 , 在 z= 的 
邻 域 0: 中 ,有 

w= (fC) 一 ol 到 
=0P(2— + OP t+ + OW A), (3) 
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出 十 这 个 函数 在 :an 的 邻 域 0; 中 是 单 叶 解 析 的 , 因此 出 本 
瘟 第 一 节 定 理 2 知道 


pn 
C07= 


ei | 
a 0. 


由 展开 式 (3) 得 到 

fet a) {OP OP (200) + (0) 
由 于 兹 括 强 中 的 OY*0, 因此 人 {…}* 可 以 取出 一 个 单 值 解 析 
分 支 , 记 作 mr(z)， 珊 数 ( 人 一 co 也 可 以 在 半 个 同上 取出 
一 个 单 值 解析 分 支 ， 因 而 有 了 2) 一 wx-Px(2) (2--05)“， 且 当 5 
ox 天 时, 巩 数 (以 2 一 as 为 支点 . 

此 和 外， 由 于 嫩 数 忆 = 了 (2 将 线段 zi 2rtz 双方 单 值 地 变 到 
线段 Wozaxrz( 开 =] 2 pi aas 一 Go Wnt1 一 Wo)、 程 据 对 称 : 
原理 ， 画 数 必 =f (2) 可 以 越过 线段 ex wzsi 开拓 到 整个 下 兴 平 
而 这 样 ， 在 下 半 平 面 上 ， 对 不 同 的 线 县 er ex+i 进行 解析 开 
招 后 , 可 以 得 到 不 问 的 函数 , 记 作 吧 一 疡 (Jsz<0， 现存 证 
出 ; 对 于 每 一 个 开 代 扫 大 过 拉 ， 丰 

2 一 We 一 en 一 (5) 

(R=1, 2, 1 HR: np Wn — wr) 

成 并 .事实 圭 , 设 Jmz<0, 则 [ms>0, 令 了 (23) = 则 在 多 角 
形 内 ,根据 对 称 诛 理 , 设 天 (2 一 3， 它 是 沁 € G9G 关于 线段 
Ws textl 的 对 称 点 ， 由 此 看 出 ; 点 ww 可 
以 绕 着 点 = Wxtz 旋转 角度 2 后 变 
到 也 ”1《 见 图 7 35)， 这 就 证 明了 公式 
《5) 。 这 个 公式 表明 了 ， 尽 管 务 数 一 
了 2) 在 通过 不同 的 线段 wri 开 拓 到 
下 半 平 面 后 , 可 以 得 到 不 同 的 水 数值 
iD, 但 是 相 邻 两 个 线段 进行 开拓 后 得 到 的 次 数值 是 有 有 密切 
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联系 的 , 是 册 公 式 G) 确定 的 . 

现在 通过 公式 (5) 来 构造 一 个 下 半 平面 上 的 单 值 解析 权 
数 ， 首先 , 由 公式 (5) 可 以 得 到 

FE) omer foralz), Lz) = f(s), (6) 

由 于 函数 六 (是 Tm:.<0 上 的 单 时 钥 析 函数 , 因此 由 第 一 节 
的 定理 2 知道, 让 (z 关 0，[mz<<0， 从 而 由 (6) 得 到 函数 
在 imz<9 上 解析 , 且 由 于 (7) 知道, 函数 太 全 -可 以 通过 任 
何 线 眉 (2x, ax1s) 做 = 荆 2 …， 中 单 值 地 开拓 到 同一 个 解析 
函数 , 记 作 yg(2). 

为 了 求 出 函数 g( 的 明显 表达 式 ,我 们 首先 指出 ， 

2 一 gp (I<ken) 
是 9 的 的 一 级 极点 , 2 一 oc 是 9( 人 的 可 去 奇 点 ， 事 实 上 , 由 于 
FI2) 一 0 十 of 2 一 Ci gelar) 0, 


因此 
F323) = peld) 直人 2) 
= (%~ 0 ) 1 pz), 《9) 
其 中 px(2) 一 Qi gr( 如 二 (2 一 Bx)gr(2) 在 z=&y 的 邻 域 中 和 解析, 
且 VCQw) 一 QWx《ax) 到 0。 因 吕 
f= DD) a) p+ A)" tr (2). (9) 
比较 等 式 (8) 与 (9), 得 到 
1/8) ml 


a 2 一 Gx BE》 “ 


(10) 
因而 通 数 g(2) -3 以 2 一 《为 一 级 极点 ， 且 在 z 一 处 


一 S7T 一 


的 主要 部 分 为 . (1<hen). 


现在 研究 机 数 ve > 处 的 性 质 : 由 于 fn(2) 是 沙 
数 经 过 线段 oa ourl (an+i 一 0) 到 下 半 平 面 的 解析 开拓 ， 
且 钞 数 f(2) 的 函数 值 都 在 多 角形 避 内 ， 因 此 其 解析 并 拓 值 
(是 有 界 的 ， 这 样 一 米 ， 酉 数 f(z) 在 开拓 以 司 就 在 ?一 co 
的 邻 城中 是 有 办 的 , 四 而 根据 第 四 章 中 的 展开 定理 知道 , 它 在 
2 一 coc 的 邻 域 中 的 罗 朗 展开 式 为 


f (2) = Ao+ 人 上 A Fe M0: 
由 此 得 到 
. A + 和 
7 的 = 一 2 全 (m ss 
三 2 (至 
1) An .8 
让) (1+ 六 +…) 
= nm An _ 2B, 0 
因而 
Bi 28Ba 
的 mL Hw 
gC2) Pay tt ee 
十 一 - 
由 此 得 到 lim g(2) ~0, 


即 :一 co 是 函数 g(%) 的 可 去 奇 点 ， 
根据 第 四 章 第 五 节 定理 6， 从 上 而 的 结果 即 得 到 g(2) 是 
一 个 有 理 函 数 


g(2) = Li C2 .m1 小 ce 一 上 onl 


fF) 2 一 对 gr 
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Ra 一 


特别 地 , 在 上 半 平 面 上 , 两 边 积 分 后 得 到 
nf) =- DDIn( on) +0o, 


即 7 的 =-G: 区 Gan0r 
其 中 Cu 与 O01 一 er 是 任意 常数 ， 责 一 次 积分 后 就 得 到 
ff) =01 | I Ga) ld tOs, (11) 


其 中 0s 是 任意 常数 , zo 是 任意 实数 .这 个 公式 称 为 克 时 斯 
托 弗 - 施 瓦 效 (Christoffel--S$chwarz) 公 式 ， 

总 结 上 述 讨论 , 得 到 下 面 的 定理 ; 

` 定理 1 设 渔 数 必 =/( 力 将 上 半 平 面 Imz>0 单 叶 地 保 

形变 换 到 以 如 = 就 为 顶点 、 夹 角 为 ox，0<oy 所 2(1 志和 1) 
的 角形 G 的 内 部 , 则 在 实 轴 上 必 存 在 点 <<G3<… 过 en, 使 
得 对 应 地 变 到 toa、tee、-…、 启 ( 按 逆 时 针 方向 排列 ) ， 且 函数 
ww 一 f(s) 具 有 形式 (11)， . 

注 1 根据 下 一 节 要 讲 的 黎 曼 存 在 定理 知 , 这 种 变换 函 
数 f(z) 是 存在 的 ， 因 此 囊 数 (2) 一定 具有 形式 (11)。 反之， 
也 可 以 直接 证 明 ， 由 公式 (11) 给 出 的 函数 也 一 定 将 上 半 平 面 
变 到 某 个 % 角 形 , 且 若 设 项 点 为 un(1<E<sm， 则 了 (Qj) 一 ww 
县 在 wi 处 的 夹 角 为 oxT，0<owy<2 (1<h<%)， 这 里 就 不 证 
明了 . 

注 2 车 具 有 顶点 为 ws、 夹 角 为 zm (ikemn) 的 多 角 
形 已 给 定 了 ， 郑 么 要 把 上 兴 平 画 单 叶 保 形变 换 到 这 个 n 角形 
的 多 数 时 , 由 公式 :1 知道， 必须 求 出 公式 (1) 中 的 点 可 
(<h<n) 及 Oi 二 C3， 保 是 这 些 量 究 竞 应 该 如 何 根据 数 
wh 及 mt 《1k<n) 来 求 呢 ? 这 是 一 个 比较 困难 的 问题 ， 对 
一 些 特殊 形状 的 多 角形 , 这 些 量 是 不 难 求 出 的 ; 在 一 般 的 情况 
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下 , 只 能 用 近似 方法 来 求 出 这 些 量 ， 这 里 的 主要 国难 是 在 于 ， 
从 证 一 节 的 黎 曼 存在 定理 可 知道 ， 在 az (I 委 8<m) 中 可 以 站 
负 元 任意 选择 三 个 , 例如 选 mr 、aws、aa, 让 它们 对 应 地 变 到 点 
ws、 Wa、 ws。 但 是 4、…an 及 Oi C3 如 何 求 呢 ? 由 公式 (11) 
可 看 出 ， 当 z> 必 时 ，Arzrg 产 (z) Arg O04， 由 于 线段 Cas, 01) 
在 变换 (11) 下 变 到 线 引 ze 产 () 的 贮 角 是 表示 z 姓 的 放 
转角 ,因此 Arg C1 号 圳 示 线 引 ww 与 正 实 轴 闻 的 夹 角 ， 这 
是 已 知 的 . 如 时 在 公式 (1 了 中 取 加 一 a1， 则 在 公式 (41) 中 令 
2 一 oa 后 就 得 到 了 (41) =C2， 另 一 方面 , 已 知 了 (ea) 一 ws, 因而 
Cs 一 WW 这 也 是 已 知 的 。 这 样 一 来 , 就 只 剩 下 w 一 2 个 实 参 数 
03、Q44、*-…Qn 101| 还 需要 确定 , 这 可 以 通过 mw 一 2 个 方程 来 
求 : x+y | on 
A hm a 
(EF=8B. de rh Catl= 01). (12) 
显然 ,这 是 很 不 容易 的 , 因此 必须 用 近似 计算 的 方法 来 解 . 
注 3 在 很 多 实际 问题 中 , 多 
角形 的 夹 角 往往 有 等 于 汐 的 ， 如 图 
7-36 中 在 多 二 wa 处 的 夹 角 就 为 零 ， 
且 这 个 多 角形 还 是 无 界 的 .此 时 ， 
当 gz 二 &s 时 , 积分 (了 蕊 的 值 为 co, 即 
四 2 一 四 变 到 一 ceo， 这 是 符合 变换 
国史 楼 求 的 、 在 这 种 情况 下 可 以 证 明 ; 
变换 公式 (11) 是 仍然 成 立 的 ， 事实 上 ， 可 以 在 ww 一 wa 的 邻 
城中 的 两 条 边 上 任 取 点 wat 及 saw 把 这 两 个 点 连 起 来 ,就 得 
到 一 个 w+l 边 形 ( 见 图 7-36). 把 纪 =waz 姓 的 夹 角 记 作 
al Wt WW = 23 处 的 夹 角 记 作 Wa2 TT， 故 aai 十 ts 一 1， 下 面 讨论 
将 上 半 平 夯 变 到 这 个 n+i 边 形 的 区 数 ， 设 wa 与 was 是 
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由 * 平面 的 实 轴 上 的 点 eax 与 ezs 变 来 的 . 箱 用 上 半 平 面 变 
到 这 个 %w 十 1 边 形 的 公式 (11), 得 到 
0= of (2— 1) I (2— G21) mh 12 一 (Cag) 1 
“(2— a) (2 一 Ga) zt 0. {18) 
当 cai 一 ca，aaz 一 ie 肘 , 显然 有 ap 一 ?ca， za 一 ?0s， 因 此 变 
换 (13) 就 转化 为 
w=0| (2— 1) H(i qa) et 
“(2— 3) 1 Gan) "ld Os 
-of (EL CYC 
" (2a, )"" -lds 0,, 
这 就 是 我 们 需要 的 变换 , 也 是 在 公式 (1 了 中 令 os-:0 的 结果 . 
邵 果 多 角形 上 有 几 个 顶点 处 的 来 角 为 零 ， 则 用 同样 的 方 
法 可 以 证 有 明 公 式 (11) 仍 然 成 立 . 
注 4 如 果 取 mm= ce, 也 即 认 为 多 戎 形 的 顶点 sm 是 由 
co 变 来 的 ， 则 公式 《11) 还 可 以 化 简 。 为 了 将 这 种 情况 转 
化 到 曾经 研究 过 的 情况 ,我 们 作 一 个 变换 


Ne 六 < 天 ax， 


这 个 变换 将 汪 半 平面 TJmz>0 变 到 上 上 半 平 面 InZ&>0, 将 点 
at、 cv 依次 地 变 到 点 8B:、Bo、…、Bn-1.Bn 一 0. 出 公 
式 岂 力 知 道 ， 将 二 半 平 面 fm&>0 单 叶 地 保 形 变换 到 ， 角形 
， 寻 上 且 把 Bx 蛮 到 wx 代 近 &sm) 的 变换 公式 为 


w= P(E) =0: (GB)... (2— Bn) En Td Oy. 
因此 ,函数 w= 下 (z) ~/( 一 也 +5) 交 上 半 平 面 Imz>0 单 叶 
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地 保 形变 换 到 % 角形 GQ， 且 把 点 * 一 a 对 应 地 变 芭 ws (Is 天 
<m)， 它 具有 娄 示 式 


w=-f (2) -of (Car i yy 
ee (2 一 i 十 Ca 
(—1)* (2— Qe 


=—0O1 闪 一 工 加 a 
Tt (Cab IT (2—0)% 1(2—D)? 
za KS=1 大 = 


Qz+ Os 


2 7 一 工 一 
“0 Hatdt0,, CH) 
其 中 Ci=- CU _  _ _， 这 里 用 到 等 式 ( 


这 样 一 来 , 从 公式 (和 可 看 出 , 着 到 a 一 oo, 则 在 克星 斯 

托 旨 - 施 拟 区 公式 (11) 中 就 可 以 少 一 个 因子 Cz 一 zy)“ 从 而 
< ”得 到 简化 . 

注 5 若 多 边 形 G 有 一 个 或 几 
个 顶点 在 名品 姓 ， 设 w=wj; 二 20 
《 见 图 9-87)， 且 在 名 一 纪 一 o0 处 
的 夹 角 不 为 零 ， 那 么 就 可 以 像 在 
注 3 中 一 样 ， 在 观点 为 w=w 一 oo 
的 两 个 边 上 取 点 wn 及 wa 作 连 线 
wn 构成 一 个 %+ 工 边 形 ， 设 在 
ww 一 wn 处 的 夹 角 为 anzr, 在 2 一 . 
wa 处 的 夹 角 为 orar( 见 图 ?737), 则 将 上 半 平 面 rmz>g 单 
人 叶 地 保 形 变换 到 这 个 w+ 边 形 ;， 且 将 ox 变 到 wx (所 上 sw， 
天 天 办 ,241 变 到 wn， aa 变 到 wis 的 次 数 为 
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图 9?-37 


a 和 1 
2 一 人 | [ee sa)" (og) 
ga k=1 


“TI Gm)" -1dzt+ O02. (15) 
= 了 


E 
在 公式 (45) 中 ， 令 wi 与 wis 平行 地 趋 词 于 cc， 则 or>o， 
Qjz>4;, 就 得 到 


gs j—l 
向 二 ol 所 (2— i) L(g Cp) tem 
。] (2 od" tdet+0,. (16) 
k=4+1 


如 上 虹 觅 定 多 角形 他 在 吕 二 20; 处 的 夹 角 等 于 边 W241 与 26;-1 
的 延长 线 所 交 的 角度 乘 上 (一 了 ) 倍 ( 邵 图 7-37), 则 由 于 
一 全 第 十 省 二 09 全 一 王 ， 
好 一 oj 十 az 二 oja 一 II， 因 此 由 公式 46) 同 样 可 以 得 到 公式 
G1). 
。 当 多 角形 G 有 几 个 顶点 在 ia 一 co 处， 公式 (11) 也 成 立 ， 
这 只 要 将 中 =co 处 的 夹 角 按 上 面 的 规定 来 理解 即 可 . 
【 例 11 设 好 是 一 个 三 角形 , 其 顶点 为 ww、tWwe、?0a， 与 顶 
点 对 应 的 夹 角 为 mm、oamr、asm, 求 将 王 半 平 面 Enaz>0 单 叶 
地 保 形 变换 到 区 域 他 的 函数 . 
解 ， 在 实 轴 上 取 三 个 点 0、4、 cc, 则 由 公式 (11) 及 注 4 
可 知 ,本数 
t= "td 


将 Imny>0 变 成 一 个 三 角形 @, 其 顶点 记 作 各 、ga.、 Za, 在 顶 
点 处 的 夹 角 对 应 地 为 mm、 oar、aexr 一 《1 一 一 ta)w， 经 过 平 
移 、 旋 转 及 相似 变换 , 可 以 将 区 域 好 单 时 保 形变 换 到 区 域 G， 
即 存 在 常数 ol 与 62, 使 芳 数 
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站 
W018-!-0a ol 1 oldsj-ca 
Ld 


满足 这 里 的 要 求 . 
【 鲍 人 区 求 把 上 半 平 而 3mz>0 单 叶 地 保 形变 换 到 四 过 
形 一 KK 、K， KR.-iK' 及 一 十 iK 的 也 数 ， 其 中 直 之 00， 
五 "0( 卫 图 7-33). 
yt a 


-Erik’ lk? K+tK' 
了 JI， 


加 7.38 


解 ; 由 下 一 节 的 稼 学 存在 定理 可 知道 ， 将 : 平面 上 的 第 
一 象限 单 叶 保 形 变换 到 矩形 0 天、 五 +52KE 、 五 ( 见 图 
7-38) ,县 把 z=0 变 到 =0, 把 z=1 变 到 加 = 下 ,把 z 二 oo 恋 
到 w= 长 ' 的 函数 是 存在 的 . 这 个 函数 如 =f) 将 z 平 功 上 
的 线 眉 [0, 卫 变 到 必 平 面 上 的 线段 [0, 下 ], 把 射线 [1， 十 00) 
变色 线段 [下 十 旨 , 下 十 i 湛 避 及 [KK', K']， 把 氏 炳 变 到 
庶 轴 上 的 线段 [0, 生 J 了 ， 因 此 它 必 将 实 轴 上 的 一 点 


2 一 再 《0 一 太志 十 ) 


变 到 虞 一 玉 十 iK'， 且 根据 对 称 原理 , 它 必 拒 上 半 平 面 变 到 
直抵 形 OK (K +iK 人 KK" 经 过 囊 辆 对称 开 拓 后 得 到 的 盾 形 
(一 玉 ) 玉 (及 +i)( 一 玉 小 bK'), 同时 也 必 将 点 4 二 一 于 变 
到 点 一 及 十 iK'。 这 样 一 来 , 函数 (2) 经 过 对 称 开拓 后 ,就 将 
上 半 平 面 Ims>0 变 到 矩形 《一 并 ) 天 (+i') (一 E+ 
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多 , 且 将 z 平面 上 的 点 天、 一 工 工 一 二 对 应 地 变 到 
妈 平 面 生 的 点 一 下 十 和 玖 ”一 下 、 忆 下- 下， 应 用 克 里 斯 


托 弗 - 施 巨 兹 公式 (1 了), 由于 四 一 mm 一--aus= 村 ， 从 而 得 到 


| 1 去 
* (2— 1)2 (2 一天) Us + Oa 


2 1 CI 四 i 
-ci MOT Rr az 一 Ca (0O<E<1), (17) 


其 中 0 为 常数 ， 且 由 于 2=0 变 到 人 =0, 因此 0Os。=0。 这 里 
的 报 式 级 数 规定 当 z E《0, 1) 时 取 正 值 . 

为 了 确定 数 CI 及 天 利用 = 工 变 至 思 一 站, 得 到 
f 了 


K-01| (18) 


由 于 (18) 中 的 积分 为 正 数 ， 因 此 04>0， 因 为 -于 变 到 
玉 +6KK'， 所 以 由 (的 ) 得 到 


1 
Rik = ol. 人 (19) 


oO 
当 = 在 实 轴 上 从 小 王 1 的 值 变 到 大 于 1 的 值 时 ， 应 该 看 
作 > 在 上 半 平 面 上 绕 着 以 1 为 圆心 的 上 半 个 图 周 从 小 
于 1 的 什 变 到 大 于 1 的 什 ( 见 图 7-88)， 此 时 ，arg(1 一 功 
从 0 变 到 一， 而 其 他 的 旺角 axg (1+?)、arg (一 好) 与 
arg (1 十 hz) 都 保持 不 变 ,因此 从 等 式 (19) 可 以 得 到 
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» 六 一 ft 和 1 
LE J 必 
lt CR 
ON TT Be 


由 此 利用 (46) 由 虐 式 可 以 得 到 


Ko ey go a 
著作 变 括 4 一 一 一 p75 一 1 一 及 (0<< 人 ,由 (20) 得 
到 

a 和 
下 V(b 3 2) 
kd ， f 
一 一 人 问 21 
(1 he = /他 一 2) EL 1 "sr 至 《 ) 
因而 , 从 公式 (18) 及 (21) 得 到 
i ot 
KR’ - | NIL ie FP (22) 
2 天 人 
?| VOT 好 二 
当 玉 有 队 和 单调 上 上 升 变 到 于 时 ,公式 (22) 的 分 母 愉 
ee 
"VT 
连续 地 单调 上 逢 到 十 so， 此 时 ， 由 于 好 =1 一 矿 单 调 地 


从 1 到 0, 所 以 分 子 从 十 oo 连续 地 单调 下 降 到 


de 
o VI~ 2 
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这 样 一 来 , 当天 从 0 单调 上 升 地 变色 工 柑 ,公式 (22) 的 右 边 连 
续 单调 地 从 十 co 下 中 到 0。 因而 , 根据 连续 函数 的 性 质 , 存 
在 唯一 的 (0<k< 力 ,使 得 公式 (22) 的 右边 确实 可 以 取 到 什 


当然 , 话 求 具体 的 天 时 , 还 需要 用 到 近似 计算 方法 ， 在 


| 大 后 ,出 (18) 就 可 以 求 出 01. 
我 们 也 可 以 直接 验证 函数 


入 1 pp 

-| VO Bj - 于 二 人 {0=<Ek-I1). (23) 
将 上 兴 平 而 Imz0 单 叶 地 保 形 变换 到 矩形 (一 KK}K(KT 
RD)(- 友 J-6R'), 其 中 


I dt 
VD OT 


ep 
0 Lt) (I 一) : 


有 兴趣 的 读者 亡 已 可 以 证 明 . 
下 面 再 证 妇 ， 由 (23) 所 确定 的 函数 的 反 函 数 
2 一 SR Ek) 
了 可 以 从 和 矩形 (一 开 ) 下 (天 十 g 丙 六 一 下 十 和 玫 ) 解 析 开 拓 为 多 
平 而 上 的 亚 纯 函 数 、 
报 据 变换 的 特性 ， 函数 z= sn(w, 如 把 线段 (一 不 , KK) 变 


到 线 必 (一 1, 1), 把 线 臣 (， 肥 二 ik 个 变 到 线段 (1， 土 ), 把 
线段 (E+iR' ,046 及 (0 二 iK'， 一 所 一 i 下 分别 变 到 线 
段 (二 | oo) 及 (-%， 一 二) ,把 线 眉 (一 +6 一 玉 ) 变 
到 线 眉 (一 十， 一 1), 把 移 形 (一 K) K (KTiK) (一 K+ 
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$sK') 的 四 条 边 分 别 记 作 上 于 TE HTI、IV ( 见 图 7-38)，、 从 上 面 
的 边界 对 应 议 及 根据 对 称 原理 知道 ， 换 数 2 一 gn (ww，&) 可 以 
越过 这 四 条 边 的 任 一 条 进行 解 煌 开拓 , 其 值 取 在 下 半 平 面 上 ， 
若林 一 次 进 征 钥 析 开拓 后 ,再 消 这 个 方向 进行 开拓 , 则 根据 对 
称 原理 ,其 值 又 取 在 上 半 平 面 , 经 过 现 次 开拓 以 后 的 值 相 等 . 
因此 就 有 
zm dRKI2K’ mi, Ek) 
一 2{a0， £), 
其 中 与 mm 为 任意 怠 数 ， 
即 它 症 双 导 期 函数， 其 周 
期 为 2 及 天 “5 将 取 值 
在 上 半 和 平面 上 的 及 域 用 阴 
影 表示 ( 见 图 7-39), 其 他 
部 分 取 值 在 证 半 平 面 。 容易 看 出 ， 范 数 z 一 sn (w, ) 除了 
二 站 % 以 及 所 有 开拓 后 的 点 玉 %%…2K'mi 二 4KRIE 以 外 ,在 全 
平面 上 解析 ， 具 在 %= 下 % 十 3KK' mi 二 4KKEL 上 z= co。 由 于 函 
数 在 这 些 点 的 邻 域 中 是 实现 双方 单 值 变 换 的 ,考虑 通 数 


工 _， 它 在 这 些 点 的 邻 域 中 也 实现 双方 单 值 变换 。 由 


时 有 £) 
于 函数 -二 和 全 请 为 半 了 


z= Ki4-2K’ mit+4RK! 
为 一 级 零点 ， 因而 根据 第 四 章 中 零点 与 极点 的 关系 知道 ， 范 
数 > 一 sn (ao 好 以 :一 下 全 十 2 084 下 7 为 一 级 极点 ， 其 
中 沁 与 了 为 任意 整数 .这 样 一 来 , 机 数 2-sn《w, 上 ) 就 是 金平 
而 上 前 亚 纯 函 数 , 称 为 雅 可 比 (Jaeobi) 棋 加 函数. 
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【 鲜 3】 求 将 上 半 平 面 Iaz>0 单 时 好 保 形 变换 到 图 
7-40 的 区 域 的 阔 数 . 

解 。 图 8-40 是 一 个 四 角形 ,其 顶点 为 41、4。、As、44s， 
对 放 的 来 角 为 由 本 =aam 一 oa 一 0，m 一 2 在 实 轴 上 , 取 
Qi 一 1 Qs 一 00、 4 一 0， 则 由 克里斯托弗 - 施 瓦 兹 公式 (11) 得 
到 


0 | i + 2) =O a-2+rem (+ 过半， 
(24) 


其 中 设 z= 一 ca>0) 变 到 点 4as， 且 在 对 数 函 数 中 规定 : 当 


2 一 4{0<-2<1) 时 ，argf1 一 沪 = 人 0， arg(I+ 二 )=0， 由 于 线段 


(0, 了 ) 变 到 (一 co, 0), 所 以 C 是 实数 . 

为 了 确定 参数 Ca 与 g， 当 2=4< 工 绕 着 以 z= 工 为 中 心 、 
半径 为 人 的 上 半 个 小 男 抽 变 到 
2 一 4&> 工 时 ， 相 角 arg( 一 分 由 0 


变 到 一 x, 幅 角 arg(I 十 二) 没有 


变化 ，I1- 直 也 没有 变化 , 而 一 
| 十 达 | 变化 很 小 ， 因 而 ,由 (24， © 
图 7-40 
得 到 
Aw= — Ort+oll). (25) 


些 时 ,对 应 的 好 就 从 射线 4 4: 上 变 到 射线 如 4 上 , 4 的 
虑 部 为 一 ?ja 这样, 在 (25) 中 两 边 取 虚 部 后 ,就 得 到 


一 有一 Cwto(D)， 即 Ci- 色 ， (26) 


同 媳 ， 当 z=z< 一 & 绕 着 以 zx= 一 4 为 中 心 、 半径 为 ”的 上 半 
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个 小 回 疝 变 到 =z> 一 a 时 ， 幅 角 azg(1 一 四 没有 变化 ， 
arg (和 三) 由 严 变 到 0， 一 直 变化 很 小 , 十 这 | 没有 变化 
因而 , 由 (24) 得 到 

do= 一 zaCir+o 了 TD ~ (27) 
此 时 ， 对 应 的 w 就 从 射线 4s hs 变 到 A444, 4w 的 笠 部 为 
一 45h， 这 样 ,在 (27) 中 两 边 取 虚 部 后 , 就 得 到 

— a —u nT. 
将 (36) 式 代入 上 式 ,如 得 到 
“= 和， 攻 (28) 


最 后 , 将 等 式 (26) 与 (28) 代入 (24) 后 ,就 得 到 变换 函数 
而 二 加 外 |m(1 一 3 于 如- 芝 Pni+ 且 Ha 小 


习 题 7-6 

I. 求 将 上 尘 平 面 Im2>0 单 叶 保 形 变换 到 过 长 为 2 的 等 边 三 角形 的 场 
数 《 设 三 个 项 点 为 一 1、1、v 3 六 

2、 求 将 上 半 平 面 Imea>0 单 叶 保 形变 换 到 ， 《1) 图 7?- 入 、(2) 图 7 
的 晃 青 ， 


如 
| ~ 和 or 
| fA sa 人 
、* | A A 
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2 SR 二 十 Ws 
留 7-41 7 42 图 7¥- 48 
3. 求 将 上 半 平 辣 Tm~0 单 叶 保 形 变换 到 角形 外 部 的 区 域 的 函数 , 其 
， 中 设 这 个 1 人 角 路 的 外 角 汶 armwC 让 二 和 志 W( 见 图 ?3)。 
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第 七 节 黎 曙 存在 及 唯一 性 定理 


. 在 前 面 几 节 中 讨论 了 各 种 特殊 形状 的 区 域 之 间 的 双方 单 
信保 形 灾 的 的 问题 现在 自然 要 提出 下 面 的 一 般 问 题 ， 

. 任 给 两 个 区 域 D 与 全 (为 方便 起 见 ,我 们 可 以 认为 区 
Pe we a a 
把 区 域 必 变 到 |2w| <1? 

2. 如 果 这 种 变换 函数 存在 的 话 , 那么 它 是 否 唯 一 ? 
对 于 第 一 个 问题 ， 回 答 是 


否定 的 ， 事 实 上 , 设 刀 是 一 个 
二 连通 区 域 ， 即 其 边界 是 由 两 
条 互 不 相交 的 闭 曲 线 CO4 及 Os 
所 组 成 的 ( 见 图 7-44), 则 可 以 
在 了 D 内 构造 一 个 逐 段 光 滑 闭 
曲线 CO， 它 揭 内 部 包 有 曲线 网- -44 

Oa， 若 函 数 包 f(z) 在 卫 内 单 叶 解析 , 且 把 也 双方 单 值 地 保 
形变 换 到 |%w| <1, 则 曲线 O 就 变 到 |] < 内 的 闭 曲 线 , 记 
作 了 六。 函数 纪 = 了 (2) 的 反 耳 数 z~gp(ew) 在 |w|<1 内 单 叶 解 
析 , 县 把 曲线 已 双方 单 值 地 变 到 曲线 Q。， 因此 ,根据 第 五 节 
中 的 边界 对 应 定 召 ,函数 z=gp(w) 就 将 荆 记 围 的 区 域内 部 双 
方 单 值 地 保 形 变换 到 出 曲线 局所 围 的 区 域内 部 。 这 是 不 可 
能 的 ， 因 为 O 的 内 部 包 有 Cs， 而 Cs 的 内 部 包 有 不 属于 区 域 
刀 中 的 点 . 由 此 看 出 ， te Ly 不 可 能 存 


ee “本 7 丽人 晤 本 


OY 


@ 外 


Sn 也 不定 能 各 实现 
这 两 个 区 域 间 的 双方 单 值 保 形变 换 ， 事 实 上 ， 从 习题 7.85 
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第 6 题 可 知 : 如 果 两 个 圆 环 的 半径 之 比 不 相等 , 则 就 不 能 实现 
这 两 个 圆 环 之 闻 的 双方 单 值 保 形变 换 . 可 以 考虑 一 些 最 简单 
的 “标准 区 域 ”并 县 研究 在 什么 情况 下 ,任意 一 个 区 域 可 以 双 
方 单 值 保 形 变换 到 这 些 “ 标 准 区 域 "， 但 这 些 内 容 已 超出 本 书 
的 范围 了 . 

现在 讨论 扩充 平面 十 移 单 连通 区 域 DD 的 铺 况 : 这 里 要 求 
对 于 区 域内 的 任意 一 条 闭 曲 线 的 内 部 区 域 或 外 部 区 域 中 至 少 
有 一 个 完全 属于 区 域 了 .就 是 在 这 种 情况 下 , 第 一 个 问题 也 
是 不 一 定 总 能 够 得 到 肯定 解答 的 ， 例 如 : 

(一 ) 车 区 城 呈 没有 边界 点 ， 即 区 域 也 是 扩充 了 的 全 平 
页 . 如 果 存 在 郑 数 =f(z), 它 将 区 域 也 变 到 单位 加 | 四 | <<1 
的 内 部 , 即 lo = |f(2) | 之 1， 则 根据 第 四 章 中 的 刘 维 尔 定理 ， 
必 有 有 f(z2) 三 常数 . 但 是 , 这 种 函数 是 不 可 能 实现 将 扩充 平面 
双方 单 值 地 保 形 变换 到 jw| <1 的 .因此 就 出 了 矛盾 . 

(二) 车 区 域 卫 只 有 一 个 边界 点 。 如果 存 在 函数 

w= 了 (2), 

它 将 区 域 也 双方 单 值 地 保 形 变换 到 |w| 之 1 则 同样 地 也 会 


导致 子 质 ， 事 实 上 , 设 这 个 边 四 点 为 二 o0, 则 变换 C2 将 
区 域 DD 双方 单 信 地 保 形变 换 到 全 平面 上 除去 《=o0 的 区 域 
Z。 这 样 一 来 , 丽 数 w=~ 人 ao 十 二) 就 将 区 域 芒 双方 单 值 地 
保 形变 痪 到 jw| <1， 由 此 , 如 在 上 面 ( 一 ) 中 的 讨论 一 样 ,应 
用 刘 维 尔 定理 就 得 到 /(% -- 二)= 常 数 ， 即 /2) 三 常数 ， 显 
然 ， 这 样 的 画 数 只 可 能 将 区 域 D 变 到 一 个 点 ， 不 可 能 双方 单 


值 地 变 到 |w| < 和 1， 这 又 导致 矛盾 . 
最 后 , 需要 担 出 ， 涂 了 上 述 两 种 情况 外 , 即 ， 当 单 连通 区 


» 


玻 了 在 扩充 平面 上 至 少 有 两 个 边界 点 时 ， 这 样 的 单 叶 保 形 变 


FT et tr nat te 


Tt 


此 外 ， 从 第 二 节 中 的 对 儿 个 简单 区 域 的 变换 中 启示 我 们 ， 在 
规定 了 一 个 区 域 变 到 另外 一 个 区 域 后 ， 还 存在 三 个 实 参 数 可 
供 自由 选 撑 ， 饮 如 要 求 将 单位 加 jzj < 双方 单 值 地 保 形变 
换 到 单位 区 |w1 二 1, 从 第 二 节 中 的 变换 公式 (23) 即 


w=f (0) em 0 (le]<1) 
1—os 


可 看 出 ， 若 指定 a, 使 得 .六 ao) =0，argf(a) 一 go, 其 中 go 也 
是 给 定 的 数 , 这 样 的 变换 才 是 唯一 的 、 因此 岂可 以 设想 ， 在 
一 般 情 况 下 , 符合 这 两 个 条 件 的 变换 函数 也 是 唯一 的 . 从 而 
有 下 面 的 定理 ， 

定理 工 ( 黎 曼 存在 及 唯一 人 性 定理 ) 设 扩 充 平 面 上 的 单 连 
通 区 域 刀 的 边界 上 至少 含有 两 个 点 时 , 则 一 定 存 在 一 个 在 也 
内 的 音 时 解析 函数 wf(z)， 它 将 区 域 也 双方 单 值 保 形变 换 
到 jw|<<1, 且 在 条 件 

fl ~=0, +zED, argf'(W =po (1) 

下 , 这 桩 的 变换 函数 f (多 基 唯一 的 (其 中 ED 是 任意 复数 ， 
fo 是 任意 实数 ). 

这 个 定理 的 存在 性 这 里 就 不 还 了 ， 只 证 明 它 的 唯一 性 ， 
先 证 明 一 个 引 理 , 它 本 血 也 有 独立 的 意义 . 

引 理 ( 施 启 兹 ) ” 设 函 数 ww=p(2) 在 jz| <1 内 解析 , 且 满 


足 


of0) =0，lp(2|<<1 (Csz|<1)， (2) 
则 它 一 定 满足 不 等 式 
lg Ola1, Ig | < ls Cz|<1). (3) 


若 人 3) 中 第 -一式 中 的 等 号 成 立 或 者 第 二 式 中 的 等 号 对 某 个 
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z 关 9，[z| < 工 世 成 立时 ,由 必 有 有 
19f2) 三 562 ( 是 实数 )、 (4) 
,证 】 根据 第 四 章 第 二 节 中 的 定理 1, 由 于 (切中 第 一 个 
锋 式 , 函数 .六 2 在 2 一 0. 处 的 素 勒 展开 式 为 
(2 一 01% 十 Ca 各 十 十 4 十 (1z| 二). 
因而 , 函数 


9(2) = -20). 一 01 十 ca2z 十 十 ceo 二 《zj<1) (5) 


以 2-0 为 可 去 光 点 ， 邹 9 的 在 :| <1 内 解析 ， 且 由 (5) 得 到 
lim g(2) = lim -2 0 p1(0). (6) 
此 外 ,对 于 任意 点 |z|<1, 一 定 可 以 找到 圆 |z| < 五 < 
+ 使 1z1< 辟 由 此 ,利用 条 件 (2) 中 的 第 二 个 式 子 如 
lpG)1<E (sl<D 
及 第 外 章 中 的 最 天 模 原 理 , 得 到 


9g )| = LD | < max PE) 
[We lzslsB 沁 
ts OL 

lzl=R |z| 
在 上 式 中 , 令 BR->1, 就 得 到 
lg )l<1 (lz|<1), 《7) 
lg |<|zi, (8) 
从 7), 利用 C6), 就 得 

[oo | <1, {9) 
这 就 证 明了 不 等 成 (8)， 


车 |g 《0D)1 一 1, 有 1g(0)| = 1， 出 不 等 式 人 7) ,应 用 第 四 章 
中 的 最 大 寞 原理 , 得 到 [gC2)| = 二 |z|<1， 因 此 g(%) 二 常数 ， 
即 存在 实数 go 使 9(%) so， 从 而 得 (2) oz。 


若 罗 z0 使 lp 人 kz 上 = it, 即 19 人 v1=1， 合 样 ， 由 不 
锋 式 (7)， 应 用 最 大 模 原理 ， 就 可 以 得 到 |g(2) | 二 1, 121 一 1 
因此 也 可 以 得 到 pp (2 二 esz， 引 于 证 毕 。 ] 

下 曾 证 明定 理 二 的 暴 一 性 ， 设 有 两 个 单 叶 和 解析 函数 

w= 六 (2) 与 w=fs(%2), 
它们 都 将 区 域 忆 双方 单 值 地 保 形 变换 到 单位 贺 !w| <1, 县 
满足 条 件 

Po =0, arg fi(0) = po 《10) 

.aa =0, arg fs(Q) 一 20. (11) 
设 ?=f7'GW) 是 库 数 名 =1(3) 的 友好 数 ，2 一 fz (是 岂 和 ~ 
f2《2) 的 反光 数 . 显然 , 函数 和 一 ja[ 疗 1《w)] 丰 1'w| < 内 单 时 
解析 ， 且 将 |w| 过 1 双方 单 值 地 保 形 变换 到 [| 过 1， 由 0) 及 
(iD) 即 得 | 

faeLf7: C0] 一 Po =0. (12) 
岂 此 ， 对 瑟 数 《一 J 了 f7'《w)]，iw%| 过 1 应 用 衣 巨 兹 引 理 后 就 
得 到 
大 | [六 :0 让 二 | lvl<l, 

[fet lef)|, 2zED. {13) 
与 上 述 问 理 ， 对 函数 《= 六 [fz1《w)] 应 用 施 读 慈 引 理 上 后 
就 得 到 

[ftfa onlw|, lwl<l, 


即 

[ff |, 2ED, (1 
由 不 等 式 (13) 及 (1 小 就 得 到 

[f(D|= fol2)|, 2ED. (15》 


由 欠 件 C10) 与 ( (1) 知 道 ， 孙 数 记 (2) 与 fa(2) 都 以 z=& 为 
替 点 ， 且 由 于 变换 的 双方 单 值 性 ， 根 融 第 一 节 中 的 定理 2 知 
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道 , 它们 都 以 2 一 “为 一 级 仪 点 、 考 天 高 数 

fe) 

(2) falz) + 

由 于 变换 的 双方 单 值 福 以 及 上 述 福 质 , 它 就 是 区 域 了 上 的 解 

析 函 数 (因为 一 a 是 它 网 可 去 奇 点 )， 此 外 ， 出 等 式 (15) 知 
道 ; 


[FC() | 三 I， “二 加， 

因而 ,利用 第 二 章 中 的 复习 讨论 题 18 知道 ， 看 在 实数 80, 使 
FD = 妈 

f(D = fs(2), 2 ED,. (16) 
由 此 得 到 argfile) =90+arg f2(e). 
薄利 用 条 件 (10) 与 (11)， 就 得 到 加 =0， 这样 一 来 ， 从 等 式 
(16) 就 得 到 广 (2) 三 fp, zE.D、 这 就 证 明了 定理 1 了 

推论 设 卫 与 是 扩充 平 面 上 的 两 个 单 达 通 区 域 ,其 边 

异 都 至 少 包 有 两 个 点 ， 风 对 于 任意 的 z € DD，wo E G， 必 存 
在 唯一 个 单 叶 解 析 函 数 纪 =f(z)， 它 将 区 域 DD 双方 单 值 保 形 
变换 到 区 域 G， 县 满 寿 条 件 

(2o) wo, f' (#0) >0. (17) 

【证 】 根据 黎明 存在 及 唯一 福 定 理 , 设 间 叶 函数 
C= (2) 

将 双方 单 值 保 形变 换 到 区 域 上 | <<1 县 满足 条 件 册 (20) 一 
0, aTg 内 (co] >0, 即 由 C20) >>0; 单 叶 函数 《=g(w) 将 好 双 
方 单 值 保 形迹 换 到 |4| <1， 且 满足 gCew6) 一 0 g' (ww0) 一 0. 设 
ww 一 9g (6) 是 数 5=g(w) 的 反 函 数 ， 则 画 数 w=g 人)] 
将 区 域 双方 单 值 保 形 变换 到 区 域 号 ,有 旦 满足 

ph 2) j= 0) 一 ao 


及 (I) es = p20) J Cro) 
Pe df A Ri 1 网 
$ {0) (20) Co) 见 (20) >0, 


因此 函数 % 一 py(2)] 就 是 我 们 要 求 的 变换 函数 w= 了 (2). 
为 了 要 证 明 谈 换 的 唯一 性 ， 设 阔 数 w=g(z) 将 区 域 吕 双 
方 单 值 地 保 形 变换 到 区 成 他 ， 朋 满足 
Tszo) 一 2zo，9 (x0) >0, 
又 设 2 一 g(t) 是 上 迟 变 换 函 数 5 一 p() 的 反 孙 数 , 它 满足 
-1 一 47 2 1 
z= 0), (0) = a 
构造 函数 6 一 g[g[w~'()]], 根据 上 述 的 两 个 变 模 特性， 它 
显然 将 1] 过 1 双方 单 什 地 保 形变 换 到 |zw| 过 4, 且 
plgty 0) =p[lg (0)] — pl) —0 


>0. 


及 
(pIgth 0) -0o=% Eg OO OO) 
=% (Ww) 9 (zo) 本 ET>0. 
因为 存在 分 式 线性 变换 wi 一 工 (%) 将 15| <1 双方 单 得 保 形变 
换 到 |wi| <1, 且 满 足 艺 (0) 一 0, L (0)>>0。 由 于 黎 曼 存在 及 
唯一 性 定型, 这 个 函数 荆 (6) 必 是 唯一 的 。 这 就 有 
plgty Me)]]=sL(), |€|<1. 
因而 有 9g) =p LID, 2€D. 
这 就 证 明了 变换 函数 的 唯一 性 .了 
最 后 有 必要 指出 ， 在 第 二 节 中 的 简单 区 域 的 变换 中 ， 可 
以 在 边界 上 任意 指定 三 对 点 互相 变换 ， 并 且 它 们 在 边界 上 的 
绕 行 方向 是 一 样 的 , 则 这 种 变换 也 是 唯一 的 。 对 于 一 般 的 区 
域 ,也 有 类 似 的 定理 : 
定理 2 设 妨 域 卫 与 的 边界 都 是 约 当 闭 曲线 ,在 D 的 
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边界 直 按 逆 时 针 方向 任 取 三 个 点 Ci 一 4,，2, 3); 在 全 的 边界 
上 也 按 逆 时 针 方 向 任 取 三 个 点 人 -二 2 习 ， 则 必 存 在 唯一 
的 单 时 解析 两 数 名 一 了 2) ， 它 把 区 域 D 双方 单 信保 形 交 换 到 
区 上 域 G@, 是 潢 是 一 f(z (5 一 1 2，3) . 


习 人 骨 7:7 


I， 设 东 数 世 = 了 Ce) 在 [|<<1 内 单 叶 解 析 ， 且 将 13| <1 变 到 [| <1. 
试 直接 省 明 : 它 必 是 分 式 线性 函数 . 

2， 设 殉 数 w= 了 Ce) 在 |s| <1 内 解析 ，|f(s)|<1， 又 设 2=s4(i=1, 3 
…, ) 是 隐 数 加 = 了 (5) 的 零点 ， 求 证 


f(a))] < 让 和 


ls1<=1. 


第 七 章 小 结 


1. 解析 函数 作为 映射 能 把 区 域 瑞 射 到 区 域 , 日 在 其 导数 
不 为 零 的 点 的 邻 域 上 ， 它 具有 保持 伸缩 罕 及 旋转 角 不 变性 的 
两 个 重要 的 几何 特性 ， 我 们 称 具 有 上 述 两 个 特性 的 映射 为 保 
形 映射。 此 外 ,引进 了 单 叶 解析 浙 数 的 概念 , 得 到 了 单 叶 解析 
画 数 的 反 函 数 仍 是 单 叶 解 析 画 数 以 及 单 叶 解 析 函 数 实现 保 形 
瑞 射 的 两 个 忆 守 定理 . 

2. 引进 了 分 式 线性 函数 及 它 所 实现 的 分 式 线性 变换 , 它 
本 身 是 由 四 个 最 简单 的 变换 组 成 的 , 且 还 具有 单 叶 竹 、 三 对 对 
应 点 唯一 决定 性 、 保 园 性 ,保持 对 称 点 不 变性 等 重 概 性质， 这 
些 性 质 经 常 可 月 来 寻找 一 些 上 典型 区 域 的 保 形变 换 甬 数 ， 这 时 
介绍 了 运 类 典型 区 域 的 变换 函数 的 特征 ， 即 将 上 半 平 而 映射 
到 上 半 平 画 , 将 上 半 平 面 映射 到 单位 回 的 内 部 , 将 单位 圆 的 内 
部 晓 射 到 单位 辕 的 内 部 的 映射 画 数 的 特征 性 质 ， 
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3. 讨论 了 站 科 夫 斯 基 函 数 、 宕 机 数 (包括 具有 复 指 数 的 
深 庙 数 )、 根 式 凿 数 、 指数 冰 数 、 对 数 隙 数 、 正弦 请 数 、 余弦 丁 
煞 、 反 亚 弦 善 数 、 反 余 疼 责 数 的 各 种 童 叶 性 区 域 , 它们 的 映射 
特征 以 及 它们 如 何 将 一 些 典型 区 域 耿 射 到 另 一 些 标 准 区 域 的 
映射 性 质 ， 

和. 讲 到 了 黎 曲 - 施 瓦 兹 原理 的 一 般 形式 及 边界 对 应 定 
理 , 并 十 应 用 这 两 个 原理 来 实现 映 茵 。 介绍 了 对 于 一 些 重要 
的 区 域 如 何 应 用 这 两 个 原理 来 具体 寻找 映射 函数 的 方法 ， 作 
为 特例 , 介绍 了 上 注 平 面 映射 到 多 角形 的 函数 , 这 在 很 多 实际 
问题 中 是 常常 需要 用 到 和 的 ， 这 里 还 介绍 了 雅 可 比 补 加 函数 的 
梳 念 . 

5. 介绍 了 两 个 单 连通 区 域 可 以 相互 妊 射 的 殖 曼 存在 定 
理 以 及 一 个 重 刘 前 引 理 一 一 施 万 兹 引 理 ， 这 个 引 理 不 仪 可 以 
站 一 些 条 件 下 证 明 映 射 函 数 的 唯一 性 ， 而 且 可 以 用 来 获得 虹 . 
数 的 和 横 在 区 域内 前 精确 估 讨 式 ， 这 件 事 情 无 论 在 理论 上 或 实 
用 上 都 是 十 分 重要 的 . 


第 七 章 复习 讨论 题 


1 解析 消 数 将 区 域 寞 到 区 域 鸭 证 明 关 键 是 什么 ? 

3. 单 叶 解析 搞 数 是 怎样 定义 的 ? 在 妈 =*? 的 全 平面 土 是 不 是 单 叶 解 
析 函 数 ? 

3 晒 数 实现 保 形 变换 是 怎样 定义 的 ? 函数 妈 一 如 在 什么 地 方 圈 现 保 
形变 换 ? 在 什么 地 方 实 玩 单 于 保 形 变换 ? 试 找 出 切合 单 叶 性 区 
焉 来 . 

4， 单 叶 解 析 通 数 是 否 一 定 实现 双方 单 什 保 形变 换 ? 

5。 怎样 判断 … 个 贺 周 在 经 过 分 式 线性 变换 后 变 成 一 个 归 周 或 变 成 一 
条 直线 ? 

6。 分 式 线性 变换 有 几 个 复 参 数 ? 有 几 个 实 参 数 ? 有 有 几 种 方法 可 以 只 
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一 地 决定 一 个 分 式 线 性 变换 ? 


7- 求 三 对 典型 区 域 的 a 每 -个 变换 可 以 有 几 个 参数 ? 它 
需要 儿 个 条 件 才能 确定 

8. 试 证 ， 平 移 变 换 wt 可 以 分 解 为 两 个 关于 直线 的 对 称 变换 . 

9， 试 证 明 : 相似 变换 w= (%>0) 可 以 分 解 成 两 个 关于 略 局 [wi ~ 
天，j2a| 一 Ba 的 对 称 安 换 , 且 

= 型 
1 

10. 求 一 个 分 式 线性 变换 , 它 将 一 1, i Ti 对 应 地 变 到 : 
《CD ob 1; (2) 0, co， 1. 

了 入. 求 将 贺 ,z|<2 变 成 Imf(z)>0 并 且 f(0)=1, arg f'(0) 一 于 的 分 
工 线 性 变换 w=f(2). 

13， 求 一 个 分 式 线性 函数 w=f(2), 它 将 圆 1* 一 3|< 工 变 到 加 

ja 一 2 一 2， 

且 满足 7C2) =i, arg (2) =0. 

18. 选择 一 个 适当 的 如 求 将 Bes>0 上 除去 回 |s 一 hI <1,h>1 的 区 域 ， 
双方 单 值 地 保 形 变 搞 到 工 < [ww[<2 的 猎 数 吕 = 天 x), 并 求 出 天 来 

14， 宕 了 教 所 实现 的 变换 有 什么 性质 它 在 什么 池 方 实现 保 形变 
的 ? 

15， 或 函数 om tn 为 整数 ) 及 :的 10 个 单 叶 性 区 优 . 

16， 函数 ~e' 分 别 把 平行 于 加 及 轴 的 直线 安 成 怎样 的 曲线 ? 

I17， 试 举例 说 明 : 函数 /4) 在 一 个 区 域 九 内 解析 , 产 (se) 地 人 但 了 (让 
了 内 不 是 单 时 冰 数 。 

18. 试 举例 说 明 ， 单 叶 函 数 的 加 、 减 、 乘 、 除 不 一定 是 单 叶 函 数 . 

芭 ， 函 数 序列 fx) ln~1, 2,…) 在 区 域 请 内 单 叶 解 析 ， 且 它 庄 卫 内 
闭 一 致 收 化 于 了 C4) 本 常数 。 试 证 明 : 函数 Ye 也 是 妈 内 的 单 叶 解 
析 函 数 . 

20， 设 函数 Ce) 在 e 一 aa 处 解析, 产 (zo) 一 0， 则 志 以 找到 一 各 的 邻 虐 
使 Cx) 在 比邻 域 中 不 是 单 叶 的 . 

21， 斌 叙述 边界 对 应 定理 ， 当 两 个 区 域 的 边 窒 部 包 有 无 穷 远 点 时 , 这 个 


定理 是 否 成 立 ? 
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22. 


23, 
， 应 用 边界 对 应 定理 ,函数 = 于 (2 十 去 ) 可 将 区 域 


27 - 


函数 we 十 全 将 1#| 二 1 变 到 怎样 的 区 域 ? 其 中 n>2 是 正 整 数 . 
医 数 w= 本 二 将 半圆 1 天 1, Im sz>0 变 到 怎样 的 区 域 ? 


0<argzs<< 忆 ， [zj <1 


变 到 怎 祥 的 区 域 ? 


: 求 将 多 平面 上 除去 四 条 射线 {一 ,一 了 、 [1, 十)、( 一 ;ce， 一 器 
及 [i 二 ieo) 后 的 区 域 双方 单 什 保 形 变换 到 ] 内 | > 工 的 函数 . 
. 贸 数 促 =ccsz 将 下 列 区 域 变 到 怎样 的 区 域 : 


(1) 0<z< 瑟 ， y>0; (2) 0<xz<r, —h<y<h, h>0, 
求 将 下 列 区 域 单 叶 保 形 变换 到 Im w>0 的 涵 数 也 一 f(D; 
(DD) 带 形 区 域 0<z< 工 除去 课 线 x= 工 , 0 一 js<y 一 十 cc; 


《3) 所 姬 轴 及 贺 周 |z 一 1| 1 为 边界 , 除去 割 线 在 y=0, 2<z<a 
及 gy 一 0, bsz< (3<a< 共 后 的 区 域 . 


. 克 里 斯 托 癌 - 施 瓦 兹 公式 是 管 祥 的 ? 它 能 将 什么 区 域 变 到 什么 区 


域 ? 
~ 到 OZ 
， 直接 验证 函数 w= Vy {0<E<1) 将 上 半 平 面 


Im sz>0 双方 单 值 保 形变 换 到 上 半 平 面 上 的 某 个 基于 嫂 轴 对 称 的 
矩形 (一 已) 下 ( 忌 士 班 ?)( 一 下 二 t 互 ,其 中 


I at 
z=|, VU TI? 
1 dt 
| va my 
如 果 已 治 和 矩形 (一 4) 4(4+iBY)( 一 和 +iBn)( 其 中 所 >0, B> 从 ， 
问 如 何 求 *、0<%<1 与 C1 使 明 数 
2 tz 
w=0] Vl) (I ~) 
正好 将 Imza>0 双方 单 值 保 形变 换 汉 这 个 矩形 ? 


了 


无 3 一 驴 . 
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30， 利 用 克里斯托弗 - 施 所 效 公式 ， 求 将 Tms>0 双方 单 值 保 形变 换 弄 
下 列 区 域 的 函数 =f(2): 
《1) 全 平 而 上 除去 正 实名 后 的 区 域 ; 
C2) 0<Imwehp 且 满足 1 一 DD 一 ,f(D 一 + 
(3》 内 角 为 于、 万、 吾 的 三 角形 , 且 满 足 f(0) 一 0, f(D =a>0, 
fl) ei 这 
《4) 如 外 7- 是 所 AR: 交 (0) 二 4 了 (1D)=B, Flece)= 一 co。、 


吾 一 人 
4 
全 全 本 人 
SO 
图 ?45 


31， 试 述 歼 曼 存 在 及 唯 . -性 定理 , 它 有 几 种 形式 ? 
33， 两 个 单 连通 区 域 之 奖 是 举 一 定 可 以 实现 双方 单 什 保 形变 换 ? 两 个 
多 连通 区 域 昵 ? 
33. 求 将 单位 图 jz|< 工 变 到 以 四 个 总 用 蒜 矶 、 一 4 十 诏 、 一 妈 一 证 、 
并 一 iB 为 顶点 航 矩 阵 的 单 中 解析 图 数 作 =Fe)， 尼 满足 
Fes) AtiB, (ee 二 一 如 十 让， 
fetor) =—— A—iB, fle Vs) = A—1B, 


其 让 4>0，B>0，0<a< 圭 ， 
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一 一 一 多 入 阐 一 一 一 一 
拉 普 拉 斯 变换 初步 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 是 一 种 积分 变换 , 它 存 理 沦 寸 及 
各 种 数学 物理 问题 中 都 有 重要 的 应 用 例如 , 可 将 搁 普 垃 斯 
变换 用 来 解 常 系数 微分 方程 及 偏 微 分 方程 。 它 不 同 于 过 去 所 
用 的 六 法 ,而 是 先 对 微分 方程 中 的 末 知 证 数 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 
将 原来 的 问题 转化 为 代数 方程 的 求解 问题 、 在 解 出 了 这 个 代 
数 方 程 的 解 以 后 ， 再 用 拉 普 拉 斯 变换 的 反 变换 就 可 以 求 出 微 
分 方程 的 解 了 .用 这 种 方法 来 逢 微分 方程 ， 可 以 将 钱 表示 为 
更 紧 竣 的 形式 ， 并 在 菜 些 情 涡 下 可 减少 计算 量 . 本章 中 介绍 
六 普 拉 斯 的 一 些 基本 慨 念 、 性 质 及 求解 的 方法 ， 然 后 以 几 个 
例子 说 明 如 何 应 用 这 些 方法 来 解 常 系数 微分 方程 及 偏 微分 方 
程 . 


第 一 节 ”含有 参 变 量 的 积分 


这 一 节 是 为 下 面 几 节 作 理论 上 的 准备 的 . 

设 恕 是 一 个 区 域 , 上 是 一 条 逐 段 光滑 上 出线， 它 可 以 延 企 
到 无 穷 远 处 ,把 曲线 工 在 癌 |*| 志 及 内 的 那 一 段 强 记 为 Lr. 设 
两 元 函数 f(t, 定义 在 上 XD 上 ， 它 对 每 一 个 SE 是 z 在 
也 内 的 解析 函数 , 且 荐 5ELzED 的 两 元 连续 函数 . 

定义 1 闪 对 每 一 个 zED, 作 在 极限 


lm | fC, Dat =F(%), ey 
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则 多 积分 | 了 (5, 纺 民 在 厂 夫 收 笋 ,， 记 作 | 了 (及 下 一 
五 (2); 
若 对 任意 的 :ED, 存在 极限 

Him | fC&, Dllatl, (2) 


册 称 积分 | ya 入 在 万 内 绝对 收 吉 
若 对 任意 的 有 界 闭 集 疾 到 也, 任 给 es>0, 在 在 数 已 , 使 当 了 RR 
2B 时 ， 有 

[fr Dare)|<e (em, (8) 


则 称 积分 [/(Z 罗 瑟 在 刀 肉 闭 一 政 收 总 于 两 数 了 P(). 


与 第 四 章 中 级 激 的 理论 相 美 似 ,有 下 询 几 个 定 再， 

定理 1 设 积分 (]) 在 了 内 闭 一 致 收 全 于 洗 数 ()， 则 
了 (是 也 内 的 连续 表 数 . 

【证 】 首先 证 : 对 任意 的 甩 西数 Pa( 一， 7(C， 26 
是 刀具 的 连续 函数 ， 设 aaE 也 存在 为 的 邻 域 |z 一 避 < 一 p， 
它 全 部 属于 区 域 D。 由 于 函数 7(C，2) 在 闭 集 Fw(CE Fn)， 


一 和 | 生 呈 上 的 连续 镍 . 所 以 根据 第 二 章 中 闲 集 上 连续 函数 
的 性 质 (参看 第 二 章 第 -… 节 定理 本 (对 二 元 函数 也 可 同样 
地 证 明 ) 知 道 ; 函数 /(&, z) 在 Tn(LETR), ;2 一 | 所 生 上 一 
致 连 续 , 包 任 给 >0, 存 在 数 5>0,8<< 所 ,使得 对 于 任意 点 习 、 
如 及 如.%， 只 要 人 ET toETs, [ti- tal<d, [asl < 


| 一 %| 忆 驴 ， |]; 一 63| <6, 就 有 [FE 4) 一 (Ca, 2 天 a。 
因此 当 |? 一 a| < 时 ,就 有 
LPG 一 moi=- | 76 25- fC, | 


< ,16 Df, 20) 11aLl<e (Ln 的 长 度 ). 
这 就 证 明了 ra(z) 在 2 一 为 处 的 连续 性 . 
此 外 , 由 于 Fs(2) 在 也 内 闭 一 致 收 敏 于 也 ()， 则 出 定义 
知 , 当 |z 一 %| <8 时 ,存在 Rs 使 当 RB 之 Bi 时 ,就 有 
| Pa(2) 一 六 (2 |<s, |z 一 | 一 5。 (4) 
因此 ,应 用 三 角 不 等 式 及 不 等 式 ( 人 ,就 得 到 : 当 |z 一 和 %[ 之 8 时 ， 
FC2) ~— B20) | < IF — Paz)| + | Fr, (2) — Bi (20) | 
+ | BR,(20)—F (20) | <22+ Fr) — Foal%)|. (5) 
由 于 函数 Pu, (四 在 “为 处 连续 ， 因 此 存在 数 50， 当 
|z 一 201 过 全 时 ， 有 | 了 FR(2) 一 至 (20) | 过 s. 由 此 人 队 (5) 扒 出; 当 
jz 一 ww| 之 min (81, 6) 时 ,有 
[F(z)—F(s0)|<28+8 = 83s. 
这 就 证 明了 了 丽 数 了 (2) 在 z=zo 处 连续 ， 由 于 各 是 了 内 的 任 
一 点 , 因而 本 定理 得 证 ，3 
定理 2 设 积分 | ,7(5, ad 在 刀 内 闭 一 致 收敛 于 函数 
也 (x), 则 在 也 内 的 任何 曲线 上 , 都 可 以 在 积分 号 下 求 积分 : 
J we) (fr, 2) ac) d= (ff 人 2) dz)aL. (6) 
【证 】 如 同 证 明定 理工 一 样 ,可 以 证 明 函 数 | 7 人， 芒 d 
在 CEL 上 连续 ， 因 此 就 有 
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| 


res -hea 

<| | Are 32-2G| les. (7) 

根据 一 致 收 合 性 的 条 件 , 任 给 8 沁 0, 存在 数 民 , 当 卫 宇 Bi 人 时， 
jr od P|<s (EO). (8) 


由 此 ,从 (7) 与 (8) 就 得到 
人 (re Da)at 一 | PG)az| <e (0 的 长 度 )、 3 
注 从 定理 4 与 定理 2 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ， 这 里 
用 到 了 函数 .7(C&, 在 CEL,zED 上 的 二 元 连续 镍 . 
定理 3 设 积分 | f(, dt 在 了 D 内 闲 一 至 收 化 于 画 数 
了 (9), 则 (为 是 媳 内 的 解析 函数 , 且 
=| ea. (9) 


【证 】 首先 由 定理 + 知道 , 了 (9) 在 了 内 连续 ， 设 
为 E 六 , 则 存在 圆 |> 一 2 所 pCD， 对 于 |z 一 各 | sp 内 的 任 一 条 
闭 蚂 线 O, 利用 定理 2 及 第 三 章 中 的 柯 西 定理 , 得 


J P(e | (| fe, Dds)dt -0, 


因 褒 , 根据 第 三 章 趾 前 莫 瑞 扩 定理 知道 ; 函数 五 (2) 在 |z 一 %| 
<p 内 解析 ， 由 于 各 是 必 内 的 任意 点 , 因此 五 (z) 在 D 内 解 
析 . 


” 这 里 可 以 象 穆 微 京 分 学 中 樟 , 证 表 积 分 次 序 吕 以 交换 ,这 只要 注意 到 它 
们 可 忆 化 为 曲线 参数 方 保 的 积分 即 可 。 
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对 于 任意 前 a 应 用 柯 西 公式 后 ,得 到 
f(t, 2 = 去 了 号 FE D gr 1: 一 2 天 p。 (10) 


全 一 名 


由 于 |,f(&, 中 比 在 vED 内 六 一 致 收 仑 于 也 (7)， 办 而 


当 j 一 aol ~p, 12 一 | 忆 全 时 ,积分 | 了 必 -0 
也 丰 一 致 收 效应 用 定理 2, 就 得 到 
2 F(z) dz 
Zo sep (FT—2) 
I 
Bd us (0 2)9 | FE,T) dl)ar 


| -上 (Rr QIrd |s~sel=p fe dr)at. 


由 此 ,利用 公式 (10) 及 第 四 章 的 高 阶 导 数 公式 , 就 得 到 
Fr (2) -| YE 2 Qt, jz-zo| < 台 


出 于 加 是 卫 中 的 任 一 点 ,所 以 (9) 对 于 任意 的 > 都 成 立 . 了 


第 二 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 


设 钞 数 j( 丰 定义 在 实 轴 上 ,假定 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 

1) 当 t<0H,f(2) =0; 

2) ” 当 t>0 时 ,了 (#) 在 任何 有 界 区 间 上 至 多 只 有 有 限 个 
闻 断 点 (因此 ,了 (办 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 ); 

3) 当地 十 吕 时 ， 了 (1) 具有 有 限 增 长 位 ， 即 存在 常数 
好 :>0 及 a>U, 使 得 

{ft)|<Me" (ft>0)., (1) 
定义 1 对 于 任何 满足 上 曾 三 个 人 条件 芍 函数 了 (ti)， 称 满 
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足 (的 «的 下 确 界 为 画 数 了 (t) 的 增长 性 指示 数 . 

为 了 今后 书号 方便 ,我 们 只 写 出 函数 jb 在 1>>0 时 的 函 
数 表 示 式 . 

【 例 臣 求 函数 F(CD) 一 2(e 为 自然 数 ) 的 增长 性 指示 数 ， 

解 ， 显然 对 任何 a 之 0, 存在 数 1>0， 使 得 (1 成立 ， 因 
此 ,pn 的 增长 性 指示 数 为 鹤 . 

此 外 , 今后 也 可 以 考虑 实 变量 # 的 复 函 数 ft) ~- 户 ( 蚊 十 
za 人 ,其 中 轧 的 及 户 ( 纪 都 满足 上 述 三 个 条 件 . 

定义 2 对 于 满足 上 述 三 个 条 件 的 函数 .AP(t)， 构 造 积分 

P(p) -| orf (ds, (2) 
其 中 也 可 以 是 复数 ， 若 积分 (2) 对 于 -一些 复数 ?存在 , 则 称 函 
数 五 (2) 为 函数 f( 办 的 科普 拉 斯 变换 , 记 作 
f (>P(p). (9) 
或 称 也 (Pp) 为 1( 引 的 象 ,了 (是 (2p) 的 原音 

应 当 指出 ;对 于 上 述 的 f(D), 积分 (如 对 于 一 些 复数 总 
是 存在 的 ， 事 实 上 , 这 有 下 面 的 定理 ， 

定理 工 设 5 为 函数 7) 的 增长 性 指示 数 , 则 积分 (2) 在 
Rep>b 上 绝对 收敛 ， 是 在 任何 闭 区 域 Reg>>e>8 上 一 致 收 
和. 

【证 】 设 p~ot+ 必 . 当 Rep>5 时 , 必 存 在 数 s>0Q, 使 得 
Kop 一 o>5 十 s， 此 外 ,由 定义 1 知道 , 必 存 在 数 到 >0， 使 得 
(D1<Mebro: (1>0)。 于 是 就 有 

| lenl lf lare (eet Mondt 


M 
-FT (o>b+e). (4) 
这 就 证 明了 Re 2> 忆 时 ,积分 (2 的 绝对 收敛 性 . 


一 402 一 


Jp 


者 RR, FR 


辣 祥 , 当 Re 03 时 ,各 ReoD3cm3He 四 向 有 


MO es etMotividte. .~ 
Jn Bs 一 (6- i- 8) 


这 就 证 明了 积 介 (2) 寂 Rep 守 0>5 上 的 一 致 收 生性 1 
注 工 从 不 等 式 ( 和 立刻 得 到 
Ha FCP)=0, (5 
Wep+ 二 2 


注 2 车 函数 f(t) 不 满足 上 述 三 个 条 件 ， 只 变 存 在 数 
使 得 | “le .AD | 在 在 ， 则 应 用 微 积分 学 上 的 猴 利 克 省 
《Dirichlet) 判 别 法 , 积分 ( 在 区 域 Bap>=e>8 上 仍然 一 致 收 


全 
事实 上 ,这 有 
fe Fa = | "oy, 
再 利用 | je-w7(D dt 收 做 ,oe-9 汪 在 Hop>0:-6 上 -至 单 


调 下 降 趋 于 等 即 是 . 
定理 2 设 3 是 函数 (四 的 增长 性 和 指示 数 ， 则 通 数 1(1) 
拉 善 拉 斯 变换 FCP) 基 Rop>5 中 的 解析 请 数 . 

【证 】 显然 , 对症 任意 的 t€E [0， 十 co)， 末 数 人 
自 变 量 交 在 Re p>6 内 的 解析 荡 数 ， 革 是 两 个 变 最 pp 与 i 在 
Rep>a 及 0<t<< 二 co 上 的 逐 段 连续 函数 由 定理 1 大 道 ， 
积分 (全 在 Res 93 的 > 上 一 至 收敛， 因此 很 嘲 第 一 节 中 的 汗 
理 3, 函数 了 (PD) 中 Re pb 上 的 解析 函数 

[ 例 2】 求 海 维 赛 德 (HLeuviside) 函数 

人 多 ts 
1, #0 
的 拉 普 拉 斯 变 搁 . 
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解 : 1-> (多 ) 全 | “erigt = (Rep>0). (6) 


这 里 用 到 函数 工 的 增长 性 指示 数 为 零 . 
【 例 31 求 J( 加 =t 的 拉 普 过 斯 变换 . 
解 : 因为 f() ~t 的 增长 性 指示 数 为 堆 ， 因 此 当 Re p>>0 
时 ,有 
i>B(PD) -| etd 一 地 | za 


rt 1 [+ 汪 , 
i —bt 一 一 _ ~ 4 一 好 | 二 
pio 台 uf 8 | py ' (7) 


【 例 4] 求 1( 引 一 如 ,2 之 一 1 的 拉 普 拉 斯 变换 , 
解 ， 由 二 了) = 女 的 增长 性 指示 数 也 是 零 ， 轩 此 当 Rew 
>0 时 ,有 
tr>F (p) ~/ orea. (8) 


因为 (p) 是 Rezp>g 上 的 解析 函数 , 所 以 为 了 求 其 表示 式 ， 

先 考 天 2=6>0 的 情况 . 令 at 区 则 公式 (3) 就 鼎 为 

人 人 er- 工人 二 1 (9) 
9 


OU 


Po) ~ oi 


已 知 , 六 bv 之 一 1 时 , 疾 数 二 的 -个 分 支 在 Hep>0 时 


解析 , 卫 当 i 因此 ,根据 解析 函数 
的 唯 .性 定理 { 见 第 四 章 第 二 节 定 理 4), 就 有 


加 > (Dp) ~ 二 p>—1, Rov20, (1U) 


【 例 申 求 如 二 及 二 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
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解 ， 在 公式 (10) 中 分 别 令 =u ”一 一 寺 及 > 一 部 后 得 


到 
oP = LR Royd. (1 
和 D 
了 | 二 三- 
i> ») -到 vr Rop:-0, (12) 
内 于 D2 
上 L yt 
72{ 二 +1) 去 站 
t 2 >E'( yp») Sey 得 ( ;) 村 加 
多? 2 
Re 了 二 人。 《13) 


【 例 的 求 10D…e 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
如， 由 于 f(t) -ef 的 增长 性 指示 数 为 Re %, 因此 当 Rop 
之 Reg 时 ,有 


中 so 
o> FCPD) -| ge restate Rep>Reg, (4) 
0 为 一 区 
习 题 如 :名 
1 或 下 列 防 数 的 拉 莹 拉 摊 实 换 : 
01) -35 C3) ski 
C8) es C4) me *) (a 为 实数 ). 
ww 


第 三 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
上 一 若 介 织 了 包 个 简单 计数 的 过 普 拉 斯 变换 ， 本 节 权 全 
究 拉 普 控 斯 变换 鸥 性质， 利 几 这 些 性 质 就 可 以 得 到 比 吏 复杂 
的 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
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于 线性 性 质 

设 函 数 f(t) 的 增长 性 指示 数 为 a,，(1 on)， 目 fC2 
> Rep>@ tn), 则 对 任意 的 复数 Bl 所 5%m)， 
有 

HOOP), Rep>maxfed). 

事实 上 , 当 Tep>max fo 村 时 ， 利用 积分 的 性 质 , 就 有 

全 二 才 2 一 Sof et filt)dt = 2 bP Pp). 

【 例 1] 求 f(2)=sin wt ,的 扫 普 拉 斯 变换 ， 


锌 ， 因 为 sinot 一 人 训 < 一 , 且 由 上 节 例 6 知 
Bei 一 > i ， Ro p> Reiw= 一 1mcoi (1) 
Gt > pi ， Rop>Rel~io)— Tm. (2) 
因此 ,从 线 竹 性 质 芒 上 还 公式 目 ) 与 人 得 到 
en mihe > 让 (5 区 全 ) 
i Rep> |im w|, 《3) 


【 例 3] 有 求 cos ct 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
解 : ee 人 


四 ee os 于 
2 分 天 而 prin! 
Pe 4 
to Rep> |Imwl. {4) 
2. 丰 似 性 质 


设 关 D> 了 (四 ，Rep 之 % 则 当 5>0 时 ， 
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(o> FD) Ta 人 aa。 
事实 上 ,有 
i ee 
ji en f(b A -| 


万 
= 工 F(: 9), Re Po, 


nD 
Qk FT 


3. 延迟 性 质 
设 fA2 一 (PD)， 0 考 虚 溃 数 
a 0, < 
党 二 tT) ， 了 站 
a fr Da TD, Rep>ea, 
事实 上 ,有 


OSA | ef na 


(>0), 


gm je mf(s)ds em" Hp, Rep>a. 


利用 上 述 延 迟 性 质 ， 可 以 得 到 周 期 陶 数 的 拉 普 拉 斯 变换 
的 一 般 公式 ， 设 79 在 正 实 轴 上 上 具有 周期 为 全 
fH = i>0, 0， 
且 f()>F(p)，Rep>>%.。 我们 的 目的 荐 要 求 出 了 (Pp) 的 袭 
示 式 . 


设 由 (#) = -人 < Ti 
2 
如 果 8 人 (所 的 拉 普 拉 斯 变换 西 ( 人 可 以 求 出 来 , 则 
Fp) -2 Rep>a. (5) 


wo 3 
事实 上 , 设 Y( 旭 一 户 ( Ee 其 中 


FD O17, 
取 和 任何 值 ， 但 满足 上 述 三 个 条 件 ， tz， 
f(D-2Fi(p), Rep.>g, 
0, 0<ct<t, 
—f(f)=—fil{t+ TT), tf =F， 
fall)->Pst p), Rep>a., 
桩 此 ,车 户 人 十 7) 一 is(2), 则 由 延 届 性 质 知 道 
Pap) = ~e Filp). (6) 
由 此 ,从 线性 性 奈 得 到 
PODFB P= FAP TEAD = EP eh (Pp. (7) 
特别 瑰 ， 取 广 @ 介 一 人) 时， 开本 一 FA 人 间 ， 所 以 
PP) 二 了 (PD 因此 由 (外 得 到 
BP PP)—e "PD). 
岂 下 池 证 得 公式 (5). 讽 具体 应 用 公式 (四 时 ,注意 到 公式 人 7)， 
就 天 要 适当 构造 fi1( 拉 ,然后 求 出 所 (四 及 Fi) 就 行 了 ， 
【 例 31 求 1) 一 |sinot| 的 拉 兽 拉 斯 变换 ，w 为 实数 ， 


解 ， 函数 F(t) 具有 周期 z= 亚 , 取 


LAO | 


及 fl) ~| 


万 (起 = sin wi—> hi (Pp) i ， Renp>-lIme| =0,. (8) 
因此 ， 
ft p(t) - . emsino( t+ TE) dt 
十 co 
-| er gin (wtti mn)at 


Sp [em sinat df= — PI(p), (9) 
将 (3) 与 (外 代入 (站 ,得 到 
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由 此 从 (5) 得 到 


isin oft —>F (py 一 - 2 


有 人 h Wz 
-0 203” 


和 4， 导 激 性 上 质 
设 了 (DFCP)，Re p>>a， 且 荫 数 (满足 第 一 节 中 的 
三 个 性 压 , 则 
fF OSPFOPD—fO0), Rep>a. (11) 
事实 上 , 当 Rep.~a 时 ,就 有 
ros) f(A ent f(t) [+ entf i)ar 
~—f(0) +pEF(p). 
这 里 用 到 (人) 志 @r!，Re p>a. 
将 记 有 的 画 数 .et G=| 2 …:, %) 都 满足 第 一 节 的 
三 个 条 件 , 由 
fID PD PO -pF OO 一 … 一 产 rn(0) (12) 
事实 上 , 由 于 .六 0 (一 [Fe 人 1 , 设 f9() 二 P(gp), 则 
击 (11) 得 到 
fID FPP-A(PD ~ NO) (1, 2,.., %), 
Fo(p)=P(P), Reop>a. 
由 此 分 别 今 s 一 1，2,…, n, 得 到 
fF DFP (P=pP(D) —f00), 
fF" DE Dp) =pR(p)—f 0), 


Rep>0. (10) 
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f(D->Palp)=pRa(P)—f" (0), 
J DODD 1p) = PPoalp)—f (0)， 
FO FPDP = Pn Pf" 0), 
由 此 不 断 将 下 一 式 代 入 下 一 式 , 邵 可 得 到 公式 (12)， 
注 车 (0) = 了 (0 一 … 二 ?了 (0) 一 0, 则 
fp Dp), 《13》 
这 个 性 质 在 微分 方程 求解 时 有 重要 作用 ， 将 在 第 五 节 中 
作 详 细 讨 论 . 现 举 一 简 例 说 明 :， 已 知 函 数 sin of 的 拉 普 拉 斯 
变换 有 公式 《8), 由 于 sinotl;-o= 0, 所 以 由 人 13) 得 到 


(sin wt)’=w 0c08 wi-> 22, Rep>|Im wl. 


Fe" 
从 而 得 到 公式 (4)， 
5. 积分 性 质 
设 f( 人 > 了 (DP)，Rep 之 a, 则 
. fa Rep>a,. (414) 


事实 上 ， 画 数 9(0) 一 | (1) 下 也 满足 第 一 节 中 的 三 个 性 


质 ,9(0) =0， 设 9( 旭 一 9(p), Rep>>g, 风 由 导数 性 质 得 到 
9 Op (Pp), Rep>a., 
出 3 了 gD 二 f( 介 , 因此 得 到 五 (Pp) 一 pG(F)， 此 即 公式 (14)， 
例如 , 由 (3) 及 公式 (14) 得 到 


| i 五 J 
。 (PD? op>|Jmw|, 


即 


过 (一 cos o 具 一 -一 Roep> |Im ow|. (15) 


Ce jp 
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利用 1> 十 ( 风 第 一 节 公 式 (6)) 及 线性 性 质 ， 得 到 
_ COsof > wa 二- -—?» 
上 (条 十 oo 六 wp EE 
出 此 又 重新 得 到 公式 《4)， 
反复 应 用 积分 性 质 , 可 以 得 到 
| dt 人 dt) jd > ER, Rep>a, 


6， 象 的 延 迷 性 质 
设 了 的 一 PCD)，Rep>a, 现 


Rep> |Jmo1. 


etf (E>P (Pp—6), Ron>Rob+a, (16) 
事实 上 ,有 
人 eva- | eo-Mf Cat (pb), 
Re(p—0b)>a,. 


【 例 4 求 - 古 0 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 


解 ， 由 第 一 节 的 公式 (11) 得 到 如 -一 节 7， Ron>0， 可 
应 用 公式 (16), 就 得 


Ce S 
> Cm Roz> Revb, (17) 


[ 例 5] 求 - 叶 二 -的 科普 拉 斯 变换 . 


解 ， 由 第 一 节 例 1 知 1 二 p>0， 因 此 由 上 述 象 的 延 
迟 竹 质 , 得 到 


bey 


6 Rep>Reb G=1, 2), 


1 
Pp— be 
再 由 线性 性 质 得 到 
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全 和 一 名 4 1 了 

2 (2 pb ) 
一 一 一 RE 
{Pp—b1) (Pp—ba) “” 

{ 例 6] 求 efsinwl 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
解 : 由 (38) 及 利用 象 的 延迟 性 质 , 过 得 到 

0 

长 四 一 区 ) + 
【 例 人] 求 eeos ot 的 控 普 拉 斯 安 痪 
解 : ee 质 ,就 得 到 


Rop>max( Re bd, RoBds). (18) 


eaf sin wi—> Hecmn>|Jmnol 十 Rec. (19) 


ento0sot > 一 一 = 0 和 下 有 Rep |Jm | Nea, (20) 
7. 象 的 导数 性 扶 
设 .六 芒 一 树 (20，Rep 盖 oo 则 
(DFP(PD, Ropa, (21} 
事实 上 ,有 
| en(—t) Fu pd 
a 


-nt ,pr 
如 | 8 FD PF'! Dp), 


这 里 六 为 被 积 遂 数 7 的 6 二 的 积分 在 Rap 六 六 ~w 上 一 致 收 
人 敏 ,所 以 象 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 一 样 , 可 以 存 积 分 地 下 求 
导数 . 
一 般 地 ,对 于 任何 自然 数 %%, 有 有 
《一 下 "一 下 CD Repr>a., (22. 
[ 例 8] 求 1rinot 的 拉 兽 拉 氛 寂 找 . 
和 解 ， 由 公式 43) ,利用 象 的 导数 人 性质, 得 到 


0) S 一 27xop | 
(Dsinet> (一 De ) Cpr ， 人 
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其 


tain cf 一 > 3 ， Reyp>|Imol, (23) 


【 例 申 求 ieos wt 的 拉 普 拉 斯 变换 , 
解 ， 由 公式 (4), 利用 象 的 导数 性 质 ,就 有 


二 二 
《一 Dooswt> (2 Ci 这 Fo Rep> |Im of， 
部 人 

icost—> TT Rep> |Tm wl. (24) 


8， 间 的 积分 性 质 
设 f()-> 了 (Pp), Rep>a, 且 了 也 满足 第 一 节 中 的 三 
个 条 件 , 则 
-CD | Rep>a, (25) 


事实 上 , 设 汪 人 一 G(Pp)， 则 由 第 一 节 中 定理 的 注 1 


知 
lim G(Pp)~=0. 
lep2are 


此 外 ,由 象 的 导数 性 质 知道 
(D>), 


(26) 


即 了 (四 -> 一 GTP) 
畴 而 有 有 了 (P) 一 一 G (2 由 还 利用 公式 (26) 及 解析 函数 积 
分 与 路 径 无 头 的 性 质 ,就 得 到 


Gp = P(r)dr, 
【 例 10】 求 - 叶 他 的 拉 普 拉 斯 变换 
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解 : 由 公式 (3) 及 上 述 象 的 积分 性 质 ,就 得 到 


sim cot ”名 四 了 2 
[== dr 一 可 arc tg 七 ，Rep> | Imo|， 
(27) 


【 例 111 求 sin t 一 | 开工 gr 的 拉 普 拉 斯 变换 . 


解 ， 由 (27) 得 到 
snt 一 可 一 are 霹 2， Rep>0, 
再 利用 前 面 的 积分 性 质 , 就 得 到 
si 一 人 nr CT 一 > =($ arctpp)， Rep>0. (28) 
9. 卷 积 性 质 
设 志 (2 一 了 (DP)， Rep at 一 1 2)， 则 卷 积 
pO A plnar=h fa fd (29) 
的 拉 普 拉 斯 变换 有 公 
OACRAS LAORA 
Rep>>max(g1, &1). (30) 
事实 上 , 设 ff( 旨 | 所 ee" 其 中 条: (2 一 1, 允 是 常数 , 毗 
然 卷 积 (29) 就 满足 第 一 节 中 的 前 两 个 条 件 , 至 于 第 三 个 条 件 ， 
可 以 从 下 面 的 推导 看 骨 : 


lg 全 | < MN, tr goss 


Mi 如 Mls gs_ gs) Ms an 
号 1 Ta CH 一 Q2| 
和 G1F 0 HMAax(Q, 3); 
MM tet, HW1 = Wy =v。 
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由 些 , 可 以 得 到 
2 人。 [人 万 (rr) Fa 人 一 Dar| ot. 


这 里 可 以 将 累 次 积分 看 作 二 重 积分 ， 因 为 二 重 积 分 是 绝对 收 
人 敏 的 ， 然 后 ， 再 化 二 重 积分 为 先 对 上 积分 ， 再 对 积分。 从 
而 ,上 式 右 边 的 积分 可 以 化 为 


十 oo 


o>] fiwar| | emfslt—o) dt) 


er f(r) dr| 0- falt) Ut (ff—T=t’) 


=F1(p) Fa( 0 ， 
这 个 性 质 与 傅 里 时 (Fourier) 变换 中 的 性 质 是 类 似 的 . 


【 例 12】 求 二 一 人 的 拉 普 拉 斯 变换 
解 ， 用 卷 积 的 变换 求 : 已 知 


1 Sin wit 1 
户 人 -1 五 ， Rep>0 及 一 oY 
Rep> [Imw., 
利用 上 面 的 卷 积 性 质 , 得 到 
i 于 
fr Sm er dv-—> ep Rep> |Im |. 
即 
工 一 1 
ee DU Fe)” Rep>|Imno], (31) 


10. 象 的 莽 积 性 质 
设 fi[ 引 -> 了 Fp)， Re p> a (2—1, 2), 则 
SO PD BT | Pl) Fat pe) 


1 b+ mh 
二 i 2%) Fi Dp —-%)d, (32) 


1 
2 


其 中 对 第 一 个 积分， bu, Rop> 68+ a; 对 第 二 个 积分 5 之,， 
Rep> 26+a. 
这 个 性 质 将 在 第 四 节 中 得 到 证 明 . 


习 题 写 ' 乌 
1.， 求 下 列 函 数 的 科普 泣 斯 安 换 : 
(1) te > 一 1; (2) Lsin a 
olf 
Gos ot — eos Bi ” 1—e 
《3) RE 《人 


第 四 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变换 


在 很 多 问题 中 , 不 仅 需 要 知道 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ,而 甩 
还 需要 知道 拉 普 拉 斯 变换 的 道 变 换 , 也 就 是 要 解决 其 送 问 题 ; 
找 ~- 个 函数 f(t), 使 得 其 拉 普 拉 斯 变换 等 于 一 个 满足 一 些 条 
件 的 解析 画 数 (DP) 下面 可 以 看 到 ; 在 一 定 条 件 下 ,这 种 省 
数 了 (2) 一 定 存 在 且 是 唯一 的 . 

今后 我 们 认为 : 听 数 A( 引 除了 满足 第 二 节 中 的 三 个 条 件 
点 外 ,而 且 还 是 逐 段 光滑 的 ， 

定理 1 设 机 数 .六 芒 的 增长 性 指示 数 为 wj 的 -> 玉 (D)， 
则 在 了 的 的 连续 点 上 ,就 有 

j 的 =- 二 FDdp tiE(-co +oo， (D 

其 中 3> 中 是 任 意 数 ， 

这 公式 称 为 梅林 (Mellin) 公 式 ， 

【证 】 由 于 函数 /6) 的 增长 性 指示 数 为 a。， 因 此 对 二 任 
意 前 数 8 一 0 函数 pb of(8) 当 本 > 十 co 时 , 依 指数 趋向 
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寺 零 ， 且 仍 是 过 段 光 滑 了 的 ， 根 据 侯 里 叶 变 换 的 理论 知道 ， 在 
g% 人 的 连续 点 上 ， 它 的 傅 里 吁 变换 后 的 逆 变换 一 定 仍然 千 于 
它 本 当 , 即 

Pp()— 3 人 三 (MD ett man. 


因而 有 ef)= 志 一 | aé | Dese me 
攻 a [de wf a 
这 里 用 到 ， 当 t-<0 I 时， rs -0, 家 上 式 中 ， 令 p85+ 论 ， 
dP-idt, 且 当 &€E( 一 00, 十 2) 时 , 在乎 行 于 虚 轴 的 蛤 线 上 
从 5 一 eo 变 到 8+zcc， 因 地, 出 二 式 得 到 


1 ff+c> Ft ， 
JO at] oor fan 


| ee Pot str) psd 1 
~ 2x 2 6- i 
根据 上 述 定理 i 及 第 二 节 、 第 三 节 中 所 得 到 的 一 了 系列 结 
果 , 由 
由 第 二 节 公 式 (全 就 得 
i Ent ig, b>0, tie0, 
BI lh- io ba 
让 第 二 节 公 式 () 得 
E | 天 dp, b>0, t~0). 


出 第 二 节 公 式 届 EL) 将 任意 自然 数 罗 得 


如 1 UVTico .让 
teh ep ee Bp 1 Dr 
入 上 2A2. | 8: pt Aap, 0, t UV. 


由 第 二 节 公 式 (12) 得 到 


bh i 


一 4 和 ?7 -- 


1 btico 
42 = sf ot dp, b>0, i>0, 
Dard Jo-i- oy 
由 第 二 闻 公 式 (10), * 半 o> 1 时 ,得 到 
hii 
a st GED D0, i2=>0, 
DRE -> 办 
出 第 三 节 公 政 (1 中 得 
bhicy 
OE- wr | er 一 一 GD b>Raw, t>0, 
2m4 .5t ba 
由 第 三 节 公 局 , (3) 得 
本 1 五 1 jc 0 了 Rs 1 
Sn cf 一 2757 J; pe i -sdp, bfIm ol), 


由 第 三 节 公 式 (4) 得 


bs 
i 


Pa | 
Qad oi p+ ap, b> |Tmel, 


山 第 三 节 公 式 (10) 得 


1 Ch 0 Wr 
3 | 1 ~ Ws 2 
|sim eot | 过 | | “ pe clli dp, 


a | [ni ee , tO. 


出 第 三 节 公 式 (17) 得 


GOS wt = 


2 区 1 Wain Df 1 6 ee 
i 
由 第 三 节 公 式 (19) 得 
pw I w 
esinot 5 | i Ci dp, 


b> | hnow! 二 Ree, i>0. 
由 第 三 节 公 式 (20) 得 


五 二 jco 

一 -全 

6! GOS wt == | et ee y tp, 
gr J o-oo 《P 一 和) 十 


8> [nw|-t Row, 0 
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#0, 


t>0, 


i>0., 


出 第 三 节 公式 (15) 得 
4—~ C0s of > 1 及 抽 所 A 
0 2 Noio 【证 十 co 多 及 
b> |Imow|, t>0, 


出 第 三 闻 公 式 (28) 得 


dp, 


让 [ 


和 2DooD 
i Aad EE 
Fave 2 Nb- { P70) dp, 
b> iTmw|, it>0), 
由 第 三 节 公 式 (24) 得 
ti 7 一 co 
to08 of 一 -7 I ont Tp Tor oP, 站 > Im wl,t>0. 
由 第 三 节 公 式 (27) 得 
gincwt 1 人 Hi 人 和 ». 
i -rh 4 (3 地 ?jap 


b> Tm oj t>0. 
儿 于 ti<0 时 ,7j 芒 = 山 故 所 有 上 上 述 积 分 当 t<0 时 都 为 
零 . 
上 述 所 有 积分 公式 也 可 以 用 留 数 定理 直接 求 出 来 . 
现在 我 们 就 可 以 证 明 第 三 节 末 是 部 分 拉 普 拉 斯 变换 的 性 
质 20( 象 的 卷 积 性 质 ) 了 .事实 七 , 有 
FD = fot) >F (PD) 


= oD al), Rep>artes. (2) 
对 于 记 ( 引 ,应 用 本 节 定 理 1 的 梅林 公式 (了 ,得 到 

fOr h Ppp b>m. (8) 
将 (3) 代 入 -( 罗 后 ,得 到 
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FP(p) = | a falt) 元 人 F(z)dz 
a Re p> @1+ ga. 
-mas) oemldat. 四 
这 里 , 当 Re ey a 时 ， 二. 重 积分 绝对 收敛 ， 油 此 累 
座机 分 交 拓 光志 本本 这 衬 一 米黄 得 到 


EF(D)— er Fl2) Falp—2) dz, 


be ba1. 
这 就 是 第 三 节 末 叱 公式 人 2 中 的 第 一 个 积分 .公式 (32) 中 第 
二 个 积分 也 可 以 类 位 屯 证 明 . 因此 象 欧 卷 积 性 质 得 证 . 
需要 指出 ， 在 具体 应 用 第 三 节 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 10 
象 的 卷 各 (性 质 ) 果 ， 必须 会 计算 第 二 节 末 尼 的 公式 (32), 这 往 
往 是 通过 留 数 定 理 来 进行 计算 的 . 现在 举例 说 时 : 由 第 三 节 
公式 (7) 及 第 三 节 公 式 公 ) ,应 用 第 三 节 狂 质 10, 得 到 


6 进 
Sin wt-—> ey ne 2 De 2 dz, 
Rop> b> |1m ow,. ee 


这 里 被 积 阴 数 他 (3) = er — -Gr 


(BRep>>6~|Imo|) 在 Res<5 上 只 有 两 
个 一 级 极点 z 一 土 wt. 为 了 求 出 积分 
考虑 闭路 fw 它 是 由 Rez=8 被 |z| 一 
| 所 截 出 的 线段 lzs 及 |z| = i 
图 8 四 局 dn -因此 


QO GW Gd (© 


5 7 
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用 第 正章 第 二 节 中 引 理 1 的 证 明 方法 ， 由 1G (2)| <0 (和 
可 以 证 明 
am ‘+ DIT = Gy) iss (7) 

应 用 第 五 章 第 一 节 中 的 留 数 定 间 ,得 到 

De [hs (2)dz :一 Res fz) 站 | ResG (2 
1, 1 和 
25 Pp- (pFod? 
a band bt op (8) 

pp CD 十 5 0- ww) * 

由 融 , 根据 公式 必 )， 并 注意 到 公式 (6) ~ (3) , 当 已 > 十 co 后 ， 
又 得 到 


20p 
Ho es yy Rep> |im ol. 


下 面 的 定理 是 研究 拉 普 拉 斯 变换 的 道 问 题 ， 即 研究 是 娠 
存在 一 个 函数 At)， 使 得 7 芒 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 一 个 顶 先 
给 定 的 .在 半 平 曾 上 的 解析 函数 (Pp) 

定理 2 设 西数 也 (p) 满 足下 列 条 件 : 

1) (Pp) 在 Rep>o 上 解析 ; 

2) 在 Rep>b>e 上 ,Ha FC) 对 于 argp 一 致 趋 于 办 


3) 对 于 所 有 的 >>&, 存在 积分 
| Piap= im | FC) ldp= 11, 


(Ms 是 种 数 ) ， (9) 
则 对 任意 的 5>-e, 丰 函数 
f(D -wr) 2 ep(pdp Ca,t>0) (10) 


Dm 


存在 且 不 依赖 十 8, 共 中 积分 是 按 公式 (9) 中 的 航 限 意义 下 来 
! 理解 的 , 它 满足 第 二 节 中 的 三 个 条 位, 共 
| 增长 性 指示 数 志 4&, 且 ODP(D)， 

Ws 【证 】 当 t<0 时 ,和 完 证 明 f(2)=0. 
可 首先 我 们 构造 一 条 闵 路 7 mp: 它 是 和 由 Rez 
= 五 被 |2 一 引 一 如 所 截 出 的 线段 lxo 及 

他 一 四 | = 及 上 的 石 半 贺 周 Ce 所 和 构成 的 

图 82 ( 见 图 8-2)， 出 于 函数 ez 开 (D) 《<0) 在 

ps 及 其 内 部 解析 ， 因 此 由 第 三 章 第 二 节 中 故 柯 西 定理 得 到 


ert PPAt 


“arilr, 
~ Pdpt Er Ppdp. ID) 
注意 到 #<0 以 及 本 定理 的 条 件 3， 如 闻 证 明 第 五 章 第 二 节 
中 前 约 当 引 理 一 样 ,可 以 得 到 
内 (11) 及 (12) 并 注意 到 (10), 就 得 到 当 #<0 时 ,f(D =0. 
此 外 , 由 于 本 定理 条 件 8, 当 i>0 时 ,对 任意 的 5>4， 有 
(rh rd < Ir Da 
= A on 
2r “ 
因 些 j 扩 切 满 足 第 二 节 中 的 条 件 3)， 上 增长 性 指示 数 所 4.。 至 
于 第 二 节 中 的 条 件 了 ), 是 最 然 满足 的 。 因 为 积分 (10) 中 的 被 
积 函 数 关于 连续 , 且 击 十 本 定理 和 的 条 件 3)， 它 在 t20 上 兴 
闭 一 致 收敛 , 因此 应 用 第 一 节 中 定理 i， 知道 f( 旭 是 i 汪 0 上 
的 连续 函数 .这 样 一 来 ， 阔 数 了 (如 就 满足 第 二 节 中 的 三 个 条 
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件 了 . 

现在 证 明 积分 (20) 不 信赖 于 8>>r。 为 此 , 考 虚 任意 两 个 
数 bi 与 8 (pa>8i>>G)， 设 了 是 区 域 
Rog>a 上 的 阔 路 ， 它 是 由 平行 于 虑 加 
的 线段 [一 4， P21:H%A]、[Bs 一 4， 
Ds 十 4] 及 平行 实 畦 的 线段 [B51 一 4， ol EE 
ps 一 54] 、[D324， 5s 十 4] 按 道 时 针 方 
向 所 组 成 的 ( 见 图 8-3)， 利用 第 三 章 第 p_i bid 


十 6 址 ba 十 环 妆 


二 节 中 的 柯 西 定理 得 到 53 
、 Da 于 b+id by+ta Da—4 和 4 
0 -| i en my | 区 人 2 

一 Ti 十 Ta 上 Ia 十 4 (13) 


对 于 了 出 村 本 定理 的 条 件 2), 任 给 >0, 存在 数 41, 当 
4>4z 时 ,有 | 羽 伟 二 4)| 雪 s, 因 此 当 4> 4 时 ,有 


生 
[bl<ef Let EE- 0) 


即 lim Is =0. 
及 下 二 

同样 本 证 lim 7 一 0， 
一 十 cm 


酒 而 在 (13) 中 , 令 4 一 十 ce, 就 得 到 
frp dp= fer (pdp. 
由 于 z 与 3 的 任意 性 , 加 > 加 > 这 就 证 明了 (10) 不 依赖 于 
b>a, 
现在 证 明了 (lt) 一 了 (p)，Rep>>s， 为 此 ， 对 于 任意 的 po 
《Re po 之 0), 魔 (10) 可 得 到 
rt 让 ea (b>0). 


-一 夺 23 


这 里 可 以 取 洲 尼 4<<P<Re po， 注意 到 定 还 的 条 件 2)， 上 
述 范 数 e?*e?*FP(p) 的 二 重 积分 绝对 收 族 ， 因 此 可 以 对 时 次 

积分 交换 次 序 , 这样, 由 上 式 就 得 到 
ea ar Tn 

biies 

-2 | dp. (14) 
考虑 闭路 Th, 它 荐 由 Rep=5 上 的 线段 
[0 一 ER 5+2B] 及 Ip 一 b| 下 尼 上 的 右 半 
个 圆周 Cx 按 顺 时 镍 方向 组 成 的 〈 见 图 
8-4)， 当 瑟 充 分 大 时 ，Tx 内 部 就 包 有 
PDP 一 Jpo， 由 于 函数 五 (2 在 关上 用 其 内 
部 解析 ， 因 此 应 用 第 三 章 第 四 节 中 的 柯 


om 


ep—Dt C1 


西 公 式 ,就 得 到 
FID 
ab a 
Te Po 
入 于 | FOD) 1 F(p) 
nn et Se 


由 于 本 定理 的 条 件 3), 如 同 在 第 五 章 第 二 节 中 证 明 眉 更 时 一 
样 ,可 以 得 到 


i TLD dp- 
i ae 


内 而 出 (I 和 并 注 意 到 (15) 及 (16), 令 吾 > 十 co 就 竺 
| ema EC, 3 
注 由 定 娃 1 可 以 看 出 ， 对 于 定理 2 中 的 孟 数 了 (Pp) 而 
言 ， 只 存在 一 个 潢 足 第 一 节 中 三 个 条 件 的 务 数 f(}， 使 得 
f(D>E(D). 
事实 上 ,车 有 画 数 fi( 引 ->F(p), 则 由 定型 1 知道， 就 有 
一 三 冬季 -一 


AD 3 Fp)dp (b>a). 
定理 2 有 很 多 应 用 ,下面 举例 说 明 : 
【 例 11 求 两 数 了 (Pp) 一 eee> 0, Rep:>0) 的 原 象 . 
解 ， 这 里 规定 VF 是 p 在 正 实 轴 上 (p=% 计 0)， 取 人 为 
VB 前 一 个 分 支 , 因 此 它 在 余 平 而 上 除了 负 实 总 以 外 解析 
显然 , 丘 数 加 (2) 满 足 定 芭 2 中 的 前 两 个 条 件 , 号 4 一 0. 
全 于 第 三 全 条件, 对 于 任意 的 50, 有 


9 这 十 co 1 
blr? apl<| sr 


a 二 名 1 
< 4 


因此 ，FCP) 满足 定 百 2 的 人 金 部 条 伯 .。 应 用 定理 2， 说 得 到 
五 (2P) 的 原 象 为 


Albity|i 四 
e ob sy oady 


Ivyl 
ea dy 一 十 co 


四 网 i 而 二 Too 庆 av 到 (8>0 £0 (17) 
A rd J » oy 0 


为 了 计算 积分 (17), 在 1>>0 时， 考虑 
闭路 六 nr- 它 是 由 Rep 一 b 上 被 jp 一 如 一 吾 
截 由 的 一 段 未 、 负 实 轴 上 的 线段 [一 有 B， 

一 外 约 上 下 两 沿 、 小 圆 |z| ~ 一 + 以 及 在 半 平 人 于 
而 Ressa 上 的 左 半 个 大 圆周 Ox: |p 一 8| 
一 吾 控 道 时 针 方 向 绕 行 而 组 成 前 (多 图 | 
38-5)， 函 数 VP, 当 Pp 在 [一 BR, 一 中 的 上 图 8-5 


党 时 取 值 为 |p|3e 六 6p， 而 当 p 在 [一 BR, 一 让 的 下 滞 


时 , 取 值 为 |p|e。 合 - -ip| 主 因而, 由 第 三 章 第 二 池 的 柯 
西 定理 , 得 到 


一 上 25 一 


PD. 
1 上 1 1 一 了 一 2 人 | ve 
二 -一 一 一 内 
、 3 一 证 人 on Dxp Re 
i 下 多 4 3 
38 Jr Dri Vg (18) 


由 于 当 过 0 在 |2 一 外 一 召 上 有 有 


Gm EYE PD eo BY 下 
万 一 0. 
因此 类 似 于 第 五 章 第 二 节 中 的 引 理 1， 可 得 到 
1 pe OV 
td 2rr3 Jr。 PD dp=0, (19) 
由 于 lim eo? ort~1 因此 得 
1 Ne 
Be Jo PD 人 
1 于 十 Of 
ee (ted)] Rw, 
即 
Ag dp 二 0 


这 样 一 来 ,从 (18) ~ 《20), 令 a 好 > 十 co, 就 得 到 
1 b+ica i md 


Ds Jp- 了 


/一 
二 一 -一 NY we 
mr Jo 
+m 
一 一 全 | — em snow duU 十 TI ( 令 VY = 夫 


ee 


i 1 人 Cog sn du ds 1., (21) 
亚 Jo 如 


由 第 二 章 第 一 节 例 号 若 


| {eoonsudu = 吉他 s 六 {22) 
因而 ,从 (17) 并 注意 到 (21) 及 (22), 就 有 
EY i ke a Ss 
-1 吝 ee-1e (Sr) (0, 
(23) 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 作 变 换 ~J 千 一 7 以 及 利用 
2 [2, 
5 -je dn (24) 
后 得 到 的 .因此 , 最 后 得 到 
1-0(a97) > ee (p>0), (25) 


如 果 沙 数 了 (2) 在 :一 < 的 今 城 中 解析 ， 则 其 原 象 (人 
就 可 以 很 简单 地 求 出 米 ， 这 有 下 面 的 定理 ; 
定理 3 设 函 数 卫 (Pp) 在 p= 的 邻 域 中 有 罗 朋 展开 式 


F(pD)~= 避 对， (BB 为 某 个 常数 )， (26) 


则 它 必 是 函数 
0, fi-<0 
| ope ea (27) 
的 拉 普 拉 斯 变换 , 且 函数 
(= 名 Cm 地 (28) 
是 全 平 而 上 的 解析 函数 . 


【证 】 由 第 四 童 第 三 节 的 罗 朗 展开 式 知道 ,了 (2) 的 系数 
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0 有 积分 表示 式 

0 POD Mp (nl, 2,). (29) 
这 里 得 对 系数 C 进行 合计 为 此 ， 首 先 从 (26) 可 以 得 到 
请 (PD) 一方 训 下 ,这 时 级 数 在 jp| 一 及 >> 且 上 收 伊 ,因此 在 


时 一 已 上 ，| 瑟 (1 < 人 下， 其 中 Mn 为 依赖 于 局 的 常数 ， 
这 样 , 从 (29) 就 得 到 
AD A i 
HR (n=t1, 2, .), (80) 


由 (380) 推出; 级 数 (28) 在 全 平面 上 绝对 收敛 , 日 有 估计 式 
= Co < SoBe yore. {81) 
因而 画 数 (2) 是 全 平面 上 的 解析 函数 , 且 了 () 的 增长 往 指示 
数 失 召 ， 
妆 了 ez> 召 时 ,可 以 找到 召 ,， 使 得 Re 总 一 羽 , 因 此 


opalim 人 ef- So Ya 
| erasm | oD Do) 


4% 
十 Im en 人 Js dt 


一 十 ov 0 pe 


-3 一 总 ce 全)a+ 站 3 入 


(32) 
:从 人 饭 计 式 (31) 得 到 


49- 训 0m 训 |< 访 ， 
因此 , 任 给 s>0, 存在 数 4, 使 得 对 于 所 有 的 好 ,有 


9 ， 
Cn 一 | < 时 me。 
ml 


end Bo EY lam (eae mg 
~ emer HA cg, (33) 
对 说 这样 固 定 的 4， 直 于 知 级 数 (28) 在 [0， 如 上 的 一 致 收 线 
性 , 因此 在 在 六 当 W> Na 时 ,有 
{er (FW)— on 
这 样 … 米 ,从 (33) 及 (34), 得 到 
"(OD- 训 Cm 二) (85 
比较 (32》、(35) 及 (26) ,就 得 到 
ee Rep>R. 1 


a )| 一 8 (314) 


【人 鲍 3] 求 了 (7) 一 va 二 -的 拉 普 拉 斯 变换 的 原 象 


解 ， 通 数 了 (已 在 全 平面 上 除去 连接 4 用 7 一; 的 
线段 外 音 值 解 狐 , 且 认 为 Pp 关上 时 , FP(p) = 了 这 取 正 实 
值 的 一 个 分 支 , 此 外 , (在 ip| 之 J 上 解析 (oo) 一 0, 国 此 
它 满足 定理 站 的 条 件 。 利 用 二 项 式 展开 ,得 

A J og 
2 1+ 
-Dm gr, pl>1 (80) 
利用 定理 5, 就 得 到 (7) 的 原 象 为 
1- 六 (一 DT 
-总 (CD 7) =- 全。 


一 -25 一 


这 是 零 级 册 塞 耳 (J3ese 门 症 数 ， 因 此 有 
1 
ot)—> VT Rep>1. (37) 


下 面 研究 训 理 丽 数 RCp) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 原 象 ， 这 在 
今后 解 微 分 方程 时 会 经 常用 汉 . 
定理 和 设 有 理 通 数 RC(P) 有 表示 式 


HP) $4 
Sh QD) 总 7 一 加 (38) 
其 中 SC9) 与 QC(P) 是 瑟 质 的 多 项 式 ， Pr(1<k<m) 是 分 母 


娘 ( 人 切 不 相同 的 零点 ， 则 其 拉 普 近 斯 迹 欣 的 原 介 为 


JG- 训 冲 各， (89) 
[证 】 首先 , 让 等 式 (38) 可 以 得 到 
CDP) 
kw "limtp~ Py py 
本 SCP) (Jr) 
LT (40) 
P— Dx 
再 由 已 知 公式 oo -， 


根据 第 二 节 中 的 性 质 (线性 性 质 ), 由 (40) 即 得 到 公式 (39) .了 
这 个 定理 也 可 用 祷 林 公式 直接 得 到 , 留 给 读者 自己 证 明 ， 
如 果 有 再 术 数 的 分 尉 有 重 根 , 则 情况 就 复杂 些 了 . 
定理 5 ”没有 更 函 数 R(D) 一 站 的 分 连 以 的 有 形式 


QP = 四 天 (p 一 pn， 


其 中 mm 是 常数 ， 天 各 不 相同 (L<tsooD0， 忆 me=m 8 信也 
是 多 项 式 , 它 与 多 项 式 和 (人 没有 公共 因 季 ， 则 通 数 吾 (区 前 


拉 普 拧 斯 变 欣 的 原 象 为 
FO) = Dl (41) 
其 中 


Gx) = bo, n+- B11 + bs, + ob 


全 
op— 1)1? 


12 
oe (42) 


ps 1 A S'(p) 
bi, = = < ” 一 【人 一 了 | 加 
人 pr pe 
3 地 大 
(二 二 2, i m; j=0, i, A cx 一 工 ) (43) 
【证 】 箭 据 定理 的 条 什 , 函数 ip) 有 下 列 部 分 分 式 展 开 
We Wx—l bs; 
R i 1 > 
( 功 ~ 电 到 一 rr (44) 
为 了 求 出 54,4, 在 等 式 (4 的 两 边 乘 (2 一 po“ 得 到 
S(p) 到 但 全 Ps 网 
se 7 (PP)™ , (45) 
Co HD (Pp—Pe)” (p—2s) 
Sr 


Pp 


显然 , 当 关上 时 ,二 (2 一 2 QQ—0, 1, +, a—1) 
对 p 求 任意 7 了 次 导数 (0<<j 志 ey 一 也， 当 p>P 时 的 极限 值 为 
零 . 当 s= 时 ， Coy (Pp—B)*= Cp Pa (Oe 
[< 一 1), 在 阔 得 一 (j 十 了 级 导数 后 , 当 从 时 ,还 有 因 上 上 
《p 一 Px); 而 当 了 <1 时 , 尼 然 导数 为 零 、 因 此 在 这 两 种 情 沉 下 ， 
当 p>pr 时 的 极限 值 都 为 堆 ， 当 了 -1 时， 得 到 的 导数 值 为 
一 了 + 了)!1， 这 样 一 来 ,对 等 式 (45) 的 两 边 式 a-- (3 1-1) 

级 导数 后 ,再 令 2 >2e 就 得 到 如 ,x 的 宪 示 式 (44). 
此 外 ,由 第 二 节 的 公式 (I1) 及 第 三 节 的 性 质 6 (和 象 的 延迟 
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Uy (46) 
Cp— pe) 
的 性 质 1 (线性 性 质 ) 即 得 


性 质 ), 得 到 
ti 
3 2 及 六 
三 节 


Px 


由 此 从 《146) 与 (44) 并 利用 第 = 


到 


此 即 公式 (41). 卫 


{ 例 引 求 耳 数 (Pp) 一 -sg 的 拉 普 拉 斯 变换 的 奈 
解 ， 由 于 函 数 五 (2) 以 ~ 士 wi 为 一 级 极点 ， 因 此 应 用 


dF 


0 
《中 Go” leo 


小 


td _ 


公式 (39) ,就 得 到 
f= i 本 
可 题 久 :4 


1， 求 下 列 函 数 的 拉 合 控 斯 变换 的 愿 人 象 : 
1 1 
”到 二 一 一 : 2 一 一 一 
VY2 一 02 人 Nd 
15p°—13%—30., (4) 302+- 2p TF 
3 pp 


PVE2) YO— 8) 


db 
(3) 
3， 试 利用 定理 3 证 明定 理 圭 
第 五 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 公式 表 
这 一 节 中 把 常用 的 拉 普 拉 斯 变换 公式 收集 在 一 起 ， 以 便 
查阅 , 其 中 的 大 部 分 是 已 证 明 过 的 . 
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so 
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Odo Er 
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。 RB (sm 十 a ) [og 


: O7 JS00 一 下 
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4938+ Im mr <I8 一 一 ee 2 1 B09 go 
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(人 人 十 下 C 


0<doy 了 
区 人 4 上 :十 a 
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学 六 了 人 
(FF) dD yt 
w+ 
有 8 了 一 过 &9 林 一 村 
d 4 Lod 
T< -tted) 
oe 
OERL 2 1 
‘Ted 
T<ded TT 
名 
0<d98 “ano-8 下 
DT A 
p<<T9y < 
(LN +DG 
0 
姿 


《4 覆 肝 以 区 首 划 于 镶 ) ("了 


(Ao "Pr 

Dr 

0< ‘(SAE) or 
0<2 “(3 六) 


((F NB -DP 
次 淹 


“58 


‘16 


“90 


习 题 8'5S 
1。 试 评 明 拉 普 科斯 变 痪 公式 表 中 统 号 为 23,234、30、32 的 公式 . 


第 六 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 在 解 微分 方程 中 的 应 用 


如 .1 用 科普 拉 斯 变换 解 常 微分 方程 
3， 常 系数 非 齐 次 微分 方程 及 齐 次 初 值 问题 
考虑 常 系数 非 齐 次 nn 阶 常 微分 方程 
Qoy (站 HY DO + an 1 {E) + any Ct) 
一 9 全 (DD 
及 零 初始 条 件 
yO WO 一 … 一 oo 人 10) 一 09. (2) 
设 9 一 访 (8 的 一 GD) 由 寺 补 始 条 件 (2) ,应 用 第 
二 节 中 的 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 4( 导 数 性 质 ), 得 到 
MK (用 一 2 Pp) (s=1, 2, 2) 。 (3) 
出 此 ,对 方程 刀 ) 的 两 边 实 行 拉 普 拉 斯 变换 后 , 得 到 
oY (PD) +H ap YP tA TY (PD) 一 个 (PP)， 


部 
Gp) 
YP) Cy (和 
其 中 
dn (PD) Rt 二 On (5) 


称 为 常 微分 方程 (1 的 尘 征 多 下 式 对 用 称 林 公式 ,就 得 到 


习 在 实际 旋 用 中 ， 具 车 殖 限 区 网 上 才 引 本 基 吕 人 得 我 们 可 上 认为 它 放 实 
条 上 的 其 化 地方 取 值 为 窗 。 


~43y 一 


a (0) = 2 人 nt 全 的 dp, 


Ui Wp 
Rop>b 中 没有 名.( 罗 的 生 (6) 
如 果 攻守 ( 仿 为 了 (的 =- 下 全 G( 芒 ， 则 利用 袜 彰 
拉 斯 变换 的 性 质 9( 卷 积 性 质 ),， 即 得 到 of 的 的 积分 表示 式 
yD pt ga, 7) 
其 中 
PR 
go (D> C8) 
【 例 了] 求 微分 方程 
2 (一 3 的 十 29 人 一 26 (9) 
满足 下 列 初 值 条 件 的 多 
y(0) =y (0) = 0， (0) 
解 ， 设 %( 攻 一 了 (功利 用 公式 玫 中 的 8: 故 将 


微分 方程 .9) 的 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 与 ,得 到 

Dr i 
(2—3p—2Y(p 8 
人 I 1 


We YY Te 


利用 公式 (6) ,或 者 直接 由 e > 二 让 ,从 上 式 可 以 得 到 
y (8) et 63t, 
2. 常 系数 齐 次 微分 方程 及 非 齐 次 初 值 问 题 
考虑 常 系数 前 次 % 阶 常 微分 方程 
Gof VD Tay D+ ta =0 (11) 
及 非 齐 次 初始 条 件 
-438— 


yO) =e, YO gy Ye VO) gn 1 《3) 
首先 考虑 齐 次 方 科 的 基础 解 ， 即 研究 满足 方程 (1) 及 n 
个 不 同 的 初 值 问题 的 解 ; 对 任何 数 (0<st<m 一 ,考虑 初 人 
80(0) -1 yHO 0 Fk, 了 0 1, 1, no— 1), (19) 
为 了 求 方程 (1) 及 满足 初 值 (13) 的 解 ,对 方程 (11) 用 拉 善 拉 其 
变换 : 设 y(i)-> 了 (Pp), 注 意 到 初 值 (18), 利用 第 三 节 中 的 性 质 
4( 导 数 性 质 ), 就 有 
5 (jb 2 (14) 
0, je 
其 中 al >k. 
由 此 ,将 方程 (11) 的 两 边 实行 拉 普 拉 斯 变换 , 注意 到 (14) ,就 
得 到 


«ofp A (PD) 一 Rr -]] ~-01 | go: (ra) 一 oe) | + 
tn [zs(Y Cp) — Br)] tar Cg 二 


凤 (Caop i op Ta P+) Y (Cp) 


i 
Fi (op i ap te arn p+) =—0, 
即 


Y(p)— BD (15) 
其 中 ,Rs《P) 由 公式 人 6) 所 确定 ; 而 
fy PD) a0 Dp DF) 
(k=0, 1, …， 11), (16) 
下 面 由 yx( 引 天 示 方 程 (I1) 满 足 初 值 (18) 的 解 , 则 由 拇 林 
公式 得 到 
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和 二 gt wh {Pp) ~ 
Yul p= in QCD) 人 


其 中 4 使 珊 数 区 (2 在 Rey:-a 上 没有 极点 显然 ， 函数 


WP) bn 本 
如 (57 的 全 部 极点 都 在 Fe2<t 上, 且 Ji 三 7 六 一 0， 因 此 


上 上 面积 分 中 的 被 积 了 数 清 尼 第 二 间 第 二 节 引 从 之 的 条 件 ， 记 
用 这 个 引 再 即 可 得 到 
= (17) 
其 中 旋 (1<i<m) 是 函数 (Pp) 的 全 部 零点 ， 这 里 ,应 用 第 四 
节 中 的 定理 5 更 具体 地 说 , 定理 中 的 公式 (41))， 也 可 得 到 
(47), 它 是 指数 函数 及 多 项 式 乘积 的 和 . 
此 外 ,由 于 初 值 条 件 (18), 其 朗 斯 进行 列 式 不 为 雪 : 


(0 上 0 0) 
ly C0) 1 (0 二 4 0 | 
,Yn 1{0) oy 1(0) 外 Sey 
|14 0 ...0 
10 g@ | 二 
{} 0 1; 


由 微分 方程 的 理论 知道 ,能 gl 〈0<8&s<m 一 习 是 线 忻 无 关 
的 , 且 满 是 方程 (I 及 初 值 问题 (412) 的 解 有 表示 式 


yG ~ 器 wa 人 的， C18) 

{ 例 21 求 微分 方程 | 

yO + yD y= 0 (19) 
满足 下 列 初 值 条 件 的 解 


y{0) = (0) = (9) 一 0 "(0) =1, (20) 
解 ， 应 用 上 上 面 的 方法 , 由 于 9y(0)= 好 (0) 一 (0) =0, 因 
此 只 要 求 如 介 就 行 了 、 由 公式 (加 及 (16) 得 到 
Qlp) -pt1 (p+ (Pi 


及 wa(p)—1. 
内 下 由 公式 (17) 得 到 
~ Rex er Wall). ; nt Kg) 
WD en ny 
ent et 


TD te TDP 
利用 第 五 章 第 一 节 求 留 数 的 方法 ， 由 于 2= 二 8 都 是 二 级 极 


点 ,大 有 
Err o ent 
Ys ~ | rr) Ws 二 rr) 证 汉 
2 一 2 22t—2 
A 了) (0 20)5 ) 
= 于 (eint 一 teos 疏 ， 
最 后 , 由 (48) 得 到 解 为 
y(t) = yalt) -=- 亏 (sin £—# co08#). (21) 
3、 常 系数 非 齐 次 方程 及 一 般 初 值 问题 
考虑 常 系数 非 齐 次 方程 


Qo PP Hay DOT y(t) any(t) =g(t) (1) 
太初 值 条 件 

y(0) 一 加 FO 一 的 7 FDO) = ys, (12) 

由 于 方程 (了) 及 初 值 条 件 (12) 关于 y( 人 都 具有 线性 的 特 

点 ,因此 可 以 分 解 为 : 〈 一 ) 求 非 齐 次 方程 全 ) 及 满足 齐 次 初 值 

条 件 (2) 的 解 ;， (二) 求 齐 次 方程 (11) 及 满足 初 值 条 件 (12) 的 
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解 .然后 再 将 这 个 解 相 加 ,就 可 以 得 到 方程 (满足 初 值 条 付 : 
(12) 的 解 了 . 
t 例 3] 求 潢 足 微分 方程 


y" (D+y(t) =—sint (22) 
并 满足 初 值 条 件 的 饼 
y(0) -0, wy 人) 一 一 至 (23) 
解 ， 先 求 方程 (22) 并 满足 初 值 条 件 
y(0) =y (0) =0 (24) 
的 解 ， 设 y 的 >Y(PD), 已 知 sint-> 了 7-， 自 (2 及 (24)， 
应 用 公式 (4 得 到 
WE Gp _ 1 i 1 


Wp) mii PIT (AI 
因此 ,由 梅林 公式 及 应 用 留 数 定 理 (参看 公式 (21)) 得 到 
y(t) = 六 [sin £— t008t), (25》 


再 考虑 齐 次 方程 
yD Hy =0 
及 初 值 (23) .出 初 值 (28) 并 根据 公式 (18) 知 道 ， 这 只 要 求 出 
那里 前 凡人 的 就 够 了 ， 由 公式 416) 及 (5) 知 ， 和 (20) 一 了 QC) 
= 一 入 二 1， 因而 ,应 几 公 式 017) 得 到 


1 1 
tf) =Rog 6 "+ PE Ss 
YF) es 6 和 TI 十 Res 6 TF 


P= -+ 
2 et 加 et | 
入 防潮 蕊 和 计 | 
由 此 ,应 用 (18) 得 到 
Y(t) = 一 二 sint, (26) 


最 后 , 将 解 (25) 与 (26) 相 加 ,就 得 到 方程 (222? 满 足 初 全 条 
体 (23) 的 解 为 


二 Ee 
yD = sint feast) Dn t= 5 0st. 


各, 人 用 拉 普 拉 斯 变换 解 偏 微分 方程 


这 里 只 以 热传导 方程 为 例 来 说 明 如 何 应 用 拉 普 拉 斯 变换 
的 方法 来 解 偏 微分 方程 ， 其 他 的 一 些 方程 也 吕 以 用 类 似 的 方 
法 来 求解 , 这 里 就 不 作 详细 介绍 了 . 

设 要 在 枢 轴 0<z* 二 十 co 上 求 油 岩 .如果 已 知 在 时 间 
t 一 0 的 温度 己 为 零 ， 在 极 轴 端点 2 一 0 处 有 已 知 的 温度 9 ( 汶 ， 
在 数学 上 ,就 是 要 求 出 位 置 为 2 时 间 为 的 温度 函数 4(%, 如 ， 
使 得 满足 偏 微分 方程 | 
(>0, 1>0, a>0) {27) 


及 条 件 
ut{w, 0) 一 0， ul0, tf 一 GD . (28) 

这 里 设 40 满足 第 二 节 中 的 三 个 条 件 , 且 g9(D 一 Q(D). 
设 散 数 4(x, ) 关于 # 的 控 普 拉 斯 变换 存在 且 为 w(x, 站 
Uw PD)， 应 用 第 三 节 中 的 性 质 4( 导 数 性 质 )， 注 二 到 禄 全 
ww 0) 一 0; 就 有 全 各 ->pU(w, 罗 此 外 , 虽然 及 
> 2 


a 
. 由 此 ， 2 


人 和 帮 参 站 应 用 拉 普 拉 斯 变换 后 就 得 到 


PUT 功 一 oE D0. (29) 
上 性 外 对 条 忻 (28) 的 第 二 式 应 用 拉 普 对 斯 变换 后 就 得 到 条 件 
U0, 四 一 以 (2 。 (30) 


方程 (29) 可 以 看 作 函 数 U(w, 总 关于 自 变 量 2 的 常 微分 方 
程 ,其 中 2 为 参数 、 在 解 这 方程 时 , 注意 到 拉 普 拉 斯 变换 的 性 
质 lim Ut%, 9 一 0, 出 二 阶 常 微分 方程 求解 知道 ,其 饰 为 


Uw,p) “QP ee". (81) 
岂 第 四 节 公 式 (25), 即 
让 
了 5 (= 了) 一 二 v5 
可 得 | 
i 1 -Ey "Qs 
1-%(F Sy) (32) 
如 果 将 公式 ( 肛 ) 改 写 为 


U(x, p) -pp 二。 人 
再 利用 第 三 节 中 的 性 质 4 a 就 
得 
站 \ TT -Py 一 
9) 全 
由 多 (的 表示 式 ( 见 第 四 节 的 公式 (23)) 及 上 式 ,就 得 到 


本 
2% 和 中 cd 
i 《83) 
CA 条 £2 


最 后 再 利用 第 三 节 中 的 性 质 9 ( 卷 积 性 质 ) 并 注意 到 (31) 及 
(33) ,就 得 到 


2z fr 9(7) 
2 ft}= a 3 
全 CAV 条 1 (tf— Tr) dr. 


习 题 8:6 


J1， 用 拉 普 拉 斯 变换 方法 解 下 列 满足 初 值 各 件 的 方程 : 
《1)》 et) ID 3m FD)= 60™s, x(0) =w'(0) =2"(0)=0; 


一 考 由 有 一 


{3) wt)+art=ce ?tt, (0) = (0) =0, «>0; 
(3) wt dr (Art) =6 sin ob w0) = (0) =0, 
(4) (人 一 3 人 十 250)=~ 12es £0) =2, wy (U0) =6; 
(5) 2 的 十 do 人 的 一 3sinl 上 10oos3t， C0) = —2, r(0) =3; 
(6) w(t) — 2 (0 +2 2ereost, xd0) 一 0， 20 一 D。 
2. 解 下 百 满 足 初 值 的 微分 方程 组 
| V+ YH) 一 外 
Yt) 4 Ac) — 34) 26", 
初 什 条 他 为 TO =y0) =0, 


第 八 章 小 结 


1. 对 于 参 变量 积分 , 类 似 于 函数 项 级 数 ， 记 可 以 引进 收 
伍 、 绝 对 收敛 及 一 发 收敛 等 概念 , 竺 到 了 一 致 收敛 参 变量 积分 
的 三 个 重要 定理 ， 其 中 积分 的 解析 性 定理 在 很 多 问题 中 有 重 
要 的 应 用 . 

2 引进 了 通 数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 , 指出 了 在 一 定 的 
条 件 下 ， 它 在 半 平 面 上 一 致 收敛 并 表示 一 个 解析 函数 . 拉 普 
拉 斯 变换 有 十 个 重要 人 性质 , 它们 是 线性 性 质 、 和 相似 性 质 、 延 迟 
性 质 、 导 数 性 质 、 积 分 性 质 、 象 的 延迟 性 质 、 象 的 导数 性 质 、 象 
的 积分 性 质 、 卷 积 性 质 及 象 的 卷 积 性 质 . 

3. 引进 了 拉 普 拉 斯 变换 的 道 变 换 , 其 中 包括 将 函数 袁 示 
成 为 它 的 拉 普 拉 斯 变换 的 竹 林 公式 及 拉 普 拉 斯 变换 的 原 象 在 
在 性 定理 、 对 于 各 种 特殊 函数 ， 给 出 了 拉 普 拉 斯 变换 原 象 的 
求法 . 

4. 给 出 『 几 个 重要 遂 数 的 拉 普 拉 斯 变换 下. 

5. 应 用 拉 普 拉 斯 变换 解 常 系数 线性 微分 方程 及 悄 微 分 
方程 ,能 将 解 表示 为 更 紧 姿 的 形式 , 且 在 某 些 情况 下 还 可 以 减 
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少 计算 量 . 
第 八 章 复习 讨论 题 


1， 儒 公 叫 做 拉 普 拉 斯 变换 ? 王 数 必需 满足 什么 条 件 ,本 有 拉 普 拉 斯 变 
按 ? 

3. 拉 普 科斯 变换 有 嘟 些 重要 广 质 ? 试 各 浴 一 例 . 

3. 求 下 列 函数 的 拉 普 拉 斯 安 换 : 

(1) #28in wt (3) te0306, 

生 . 拉 普 拉 斯 变换 的 反 变 换 公式 是 怎 磁 的 ? 如 何 应 用 这 个 公式 来 求 原 
集 ? 斌 就 FC(PD) 义 z 一 oo 为 孤立 奇 点 来 说 明之 . 

5, 洪 FI(p) 是 有 理 欧 数 , 它 的 原 象 有 有 什么 特点 ? 

5， 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 原 象 : 


1 p 
2) 
局 Pp—l)(p—2) np— 3) (Pe) 2) CE) 


7. 已 知 ” 阶 贝 塞 竺 函数 为 
tn SII 经 
一 > D D3 Ttn+k 二 1) 
及 公式 V1( 引 二 一 于， da 二 J 一 275 .1 n= 2, 3，…)， 
求证 : 


J 
9 vl 


8. 求 下 列 微分 方程 的 解 : 


2 十 9z( 芍 一 30cht， 酚 
z(0) =3, x' C0) =0; 


z+2r+2y— 10e2, 
y—2r+y—7e, 
rzO)==1, yt0) =. 


| 
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解析 函数 在 流体 力学 上 的 应 用 


前 下 已 经 提 洗 ， 解 析 函 数 是 大 景 实际 问题 的 反映 . 本章 
从 流体 力学 方面 来 简单 地 说 骨 解 析 函 数 的 作用 。. 


不 可 正 缩 流体 平面 稳定 流动 


这 里 考虑 的 是 不 可 压缩 的 、 密 度 均 匀 的 流体 平行 于 平面 
eda ss NR el 


和 
可 


和 


0 330 米 / 称 的 6 一 0.8 人 i 作 不 
可 压缩 的 .所谓 移 定 流动 , 是 指 每 一 点 (zx,y) 的 运动 速度 不 依 
赖 于 时 间 . 这 样 一 来 ,可 以 将 问题 简化 . 

设 卫 是 平 曾 上 有 流体 流动 隐 区 域 ,2 与 凤 分 别 表示 每 一 
点 流体 运动 的 速度 在 4 轴 及 gy 轴 上 的 两 个 分 量 ,因此 w= (wv。， 
9y) 或 4 一 2 十 iwy 就 表示 每 一 点 上 的 运动 速度 . 

在 区 域 妈 内 考虑 一 条 闭 曲 线 y% 它 的 内 部 也 属于 区 域 D. 
用 吃 表示 曲线 7 的 弧 长 态 的 叶 Ap 
微分 ; 用 唉 表示 曲线 的 法 线 
方向 的 微分 ， 且 当 洪 着 正方 向 
经 过 曲线 YY 时， 法 级 m 永 远 在 
曲线 ?7 的 右边 (多 图 9). 

为 了 方便 起 见 ， 设 流体 的 
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痊 度 为 1， 我 们 冤 求 在 单位 时 间 内 通过 曲线 ? 的 流体 的 流量 
不 ， 考 忠 晶 线 ? 上 的 任意 一 点 卫 (z， 几 太 及 点 姜 (， 才 附近 
前 一 小 朋 红 ， 在 此 弧 上 ， 训 点 近 似 地 认为 速度 不 变 ， 由 些 看 
出 ,在 单位 时 间 内 ， 通 过 弧 ds 的 流体 的 流量 4N 是 近似 地 以 
ds 以 及 向 量 % 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 (网 图 94 上 的 阴 是 
部 分 )}， 如 果 用 ww 表示 速度 人 向量" 在 法 线 方向 的 投影 , 则 得 


2 Vs COS(W, Tw) Vy COBCNR, Y) 


-si 人 ) —00s(b 9) 0D 
其 中 为 切线 方向 ， 由 此 得 到 
AN = vs — vty — vdlz. 
因而 
NM -| CnGs 一 | Yo — DAE, (2) 
Me 多 


其 中 积分 是 沿 着 7 的 正方 向 取 的 ， 若 鼠 >0， 则 表示 流体 经 

过 7 流出 的 量 多 ; 若 久 <0， 则 表示 流体 经 过 7 流 进 的 量 多 ; 

车 信 =0, 则 表示 流体 经 过 Y 所 流 进 与 流出 的 基 正 好 相等 . 
在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 认为 疙 是 单 连 有 通过 域 ， 且 在 此 区 


域 中 ,没有 奔 出 流体 的 “泉源 ”， 也 没有 流入 流体 的 “朱江 (个 


后 通称 无 < 浙 汇 ， 由 于 流体 是 不 可 压缩 的 , 因此 对 任意 一 条 
闭 些 线 7 而 言 ,他 =0, 即 


N-| 一 mdz 二 oley=0， 
设 y 所 国 的 区 域 为 以 四 此 必用 格林 公式 , 得 到 在 任意 的 区 域 
他 上 上 ,就 有 

人 党 + 全 Joe 6 (8) 
我 们 可 以 把 日 取 为 以 任意 一 点 (xo，go) 为 中 心 、 半 径 为 7 的 
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加 ,在 假设 -Ze 及 -是 连续 的 情况 下 ,可 以 得 到 


VV /2, | On, 
im Hr -( Ov Oy ) 


上 式 右 边 称 为 流体 在 (zo, go) 处 的 发 表 量 ， 记 作 divv 二 
+ ， 因 此 , 在 无 “ 源 汇 ”的 条 件 下 ， 人 


We 内 的 每 一 点 ,有 


Die | OVy _ 
Ox 十 Day 0. (BD 


现在 讨论 流体 在 单位 时 间 内 治 着 闭 曲 线 六 的 环流 量 : 流 
体 的 速度 v 在 曲线 ?> 芋 的 任意 点 (cz， 轨 处 的 切线 到 上 的 分 量 
D4 为 


(4) 
5 


(zm YO)" 


liv 2 = 


dy ,oy 
Be 


因此 ,在 单位 时 间 内 ,流体 流 过 点 卫 的 法 线 的 流量 为 w 而 经 
过 点 卫 附近 一 小 自 张 8s 上 的 各 法 线 的 总 流量 应 该 为 vids== 
Vedz 十 wydy。 这 样 就 得 到 了 流体 沿 荐 曲线 7 的 总 的 环流 量 为 

r=-| Vis = | Va Uv wy AY. 《6) 
如 果 认 为 流体 在 区 域 中 是 没有 涡 旋 的 , 则 其 环流 量 荆 = 0， 
姑 在 卫 内 任意 一 个 闭 曲 线 y 上 ,有 

r-| Va vy dy = 人 0, 
Y 

同样 , 设 7 记 图 的 人 区域 为 人 f, 应 用 格林 公式 得 到 , 对 任意 的 区 
域 8, 就 有 


Wt= Ys OCONEE, 2) on(t, t) = 


r-j 人 (4 -让 + Bu )drady~0. (7) 
我 们 也 可 以 把 对 区 为 以 ) 内 有 go) 为 忠心 、 半 
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径 为 了 的 图 , 在 假设 -- -Se 及 -名 是 连续 的 条 件 下 ,可 以 得 


到 
1 /Ot Av, 8 
lim Tr Ox Oy /| ro yn” (8) 


上 式 右边 称 为 流体 在 点 《za go) 处 的 旋转 量 ， 记 作 rotw 一 
-Ser -2ax ， 因 此 ,在 无 < 混 旋 "的 假设 下 , 由 公式 (7) 及 (8) 看 


OV, ”Dax 三 你 (9) 


动 来 说 ， 速度 向 = .0a dy ee 人 的 有 及 《9) . 因此 
函数 六 (2 = ve— ivy (10 
的 实 部 与 虚 部 就 满足 了 梧 曰 - 黎 曼 方程 ， 它 就 是 了 内 的 解析 
冰 数 了 .我 们 称 它 为 复 速度 . 
从 等 式 (5) 还 可 以 看 出 ， 一 邮 必 士 几 吧 是 二 元 函数 
由 (z, 的 全 微分 , 即 
oz = — vy A ns dy, 


由 此 得 
eu _ a Bd __ 
BD Wan By Tr, (11) 
oy OF /og 和 

因而 Ok Gz’ Oa Bz ~ 


这 说 明了 ， 等 值 线 溃 (w, 奶 一 01 上 每 一 点 的 流体 流动 的 速度 
= a a On 相声， 因此 等 什 线 由 (x 


二 


yj) 称 为 流 碍 数 . 
同样 ,从 等 式 (9) 也 可 以 看 出 , vs 4% 十 Vly 也 是 某 个 二 元 
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国 数 okz， 幼 的 全 微分 ， 间 
t2(2 Y) = Vs d+ ydy, 


由 此 得 到 
Op _ Bp  ， | 
Bo By (12) 
从 而 有 Srad p= (vs, Vy) 一 人 


这 表示 函数 w(z， 急 是 流体 流动 的 势 函 数 , 或 称 位 也 数 ， 而 等 
值 线 Viz, 39) 一 Os 就 是 等 执 线 或 等 位 线 . 
比较 (1 与 (12), 就 可 以 得 到 

Op __ Ow ap 纪 

Or Cg” oy Do 
这 就 是 其 个 函数 gz 胃 与 由 2 肋 所 满足 的 森 西 - 黎 曼 方程. 
这 样 , 在 无 “ 注 汇 ”及 无 “ 混 旋 "的 加 度 场 中 , 势 耳 数 kz， 四) 及 
流 函 数 由 (”，%) 就 是 一 对 天 轰 调 和 函数 根据 第 二 章 第 五 节 
知 : 复 变 函数 


fe) =P, YD) dher, Y) (13) 
就 是 单 连通 区 域 D 上 的 解析 也 数 . 这 个 函数 就 称 为 刻 刘 流 
体 在 区 域 DD 内 流动 的 复 扫 . 
由 第 二 音 第 三 车 中 的 时 数 公式 及 这 果 的 公式 (I) 与 (12) 
得 到 


dvy, 


(2) = pe, Ys p(y, Ye 


这 就 是 复 违 度 , 它 也 基 解 析 冰 数 ， 因 此 , 如 果 我 们 能 够 求 出 刻 
划 流 体 运动 的 复 势 ， 则 就 可 以 求 出 任何 点 的 速度 w= we 十 刘 
了 , 且 w= 六 (2) 由 于 复 势 是 一 个 解析 函数 ,因此 我 们 就 能 够 
利用 解析 函数 理论 中 的 一 些 工 具 来 解决 这 个 问题 了 。 

此 外 , 显然 有 


一- 才 生 1 -一 


I= ' f= | Cosy) (do Lidy) 


-| metoadyti| yode=T tiN, (11) 


甚 中心 是 辽 内 的 任意 闭 曲线 . 
【 例 苛 ” 设 平 而 稳定 流动 的 复 势 为 
叶 (2 一 ao (a>0). 


Er 求 复 速度 .流落 数 及 势 函 数 ; 等 势 线 
”及 流 线 . 
解 : 由 于 f(z) =&, 因此 任意 点 

的 复 速度 为 4， 此 外 ,因为 

和 f (2) = wrt iay, 

所 以 流 函 数 为 ay; 流 线 是 my 二 0O1， 即 平行 于 实 轴 的 直线 y= 
常数 ， 势 函数 为 we， 等 势 线 是 ar = 一 Ca， 即 平行 于 虚 轴 的 直线 
¢ 三 常数 ， 这 就 刻 划 丁 流体 以 等 速度 4 从 平面 的 左 方 流向 右 
方 的 流动 情况 ( 兄 图 9-2)， 

【 例 2] 设 平面 稳定 流动 的 复 势 为 


7 一 过. 
求 速度 、 流 函数 及 势 函数 ; 等 势 线 及 流 线 . 
解 ， 由 于 六 (z) = 一 下， 因而 
速度 0 了 (2) ~- 方 - Ey i 
此 外 f(D 
因此 流光 数 为 一 55 和 yr， 流 线 是 一 于 一 0 它 是 辕 必 


大 二 7 


在 碟 轴 上 经 过 原点 的 回 周 ， 势 画 数 为 i 等 势 线 是 


-二 一， 它 是 圆心 在 实 轴 上 经 过 原点 的 图 周 (参看 图 


9-3), 


习题 4 并. (1) 模 : 2， 幅 角 : Ts C2) 烧 . 6， 幅 角 号 
《3) 模 :2， 幅 角 :号 mi (4) 措 : VB， 和 互 =， 全 模 ，151, 幅 角 : 
当 5>>0 时 ， arg b=5; DD arg bd 当 b5=0 时 , 没有 
幅 角 ; (6) 措 ， VW 二 克 


tg ”一 ， (a, 妃 ) 在 第 一 象山 ， 


f 
| 如 4 (Co 四 在 第 二 委 限 ; 
福 角 : arg ka 十 汉 )》 一 | 


从 1 也 二 Tf，(q 蕊 在 第 三 象限; 


tT ia, UU ) 宇 笔 四 介 鼎 ， 

2, 1Y 人 一 3, 说 部 : D， 模 : 3, 咀 角 ; XY; 。( 邓 实 部 : 0， 虚 部 ; 一 1， 

模 :], 幅 角 : 3 《3) 实 部 :0, 虑 学; 一 1 捞 ; 1 ,由 角 :学 ; (4) 实 部 : 
2 一 2V，/ 昌 部 ，4 寺 M3, 模 : V55, 娘 角 .一 tg 人 半 ， (多 实 


3 


] 
部 : 一 107 虑 部 : a 裕 ， Zs 幅 角 : a tg 3 


eos 全， 由 部 sin 各 ， 模 :]， 凯 角 : 侍 ， 3.(D Ze lr) C0, 


(6) 


时 
Dt 
0 


¢ 过 这 T+xx) 33 
了 Ze TI (0 8) eh=0, 1, 2, 
3, D; CD [12(2~ VIEe (HM) C0, 1, 2, 9, 4, 6), 
6. 21 二 1 一 i Z2=2, 
习题 4.3 和， (1) 以 i 为 中 心 ,半径 为 2 的 圆 的 内 部 ,是 入 域 ; 以 一 对 
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+ 从 为 中 心 , 半径 为 1 的 项 的 外 部 , 是 区 战 ; 以 一 3 为 中 心 , 半径 为 4 的 
圆周 ,不 是 区 咸 . (2) 以 z= 从 十 i 为 中 心 , 半径 为 工 及 3 的 同心 图 
环 的 内 部 , 是 区 域 ， (8) 平行 于 廊 久 的 带 形 集合 2<z<3, Re z=z, 不 
是 区 域 ! (多 厂 轴 ,不 是 区 域 ，(5) 横 崔 标 小 于 2 的 半 平 面 ， 是 区 城 ; 


《6) 搜 沟 线 护 < 一 全 r 一 吾 ) 的 内 部 ， 是 区 域 ， 共 中 z=2+ 训 (7) 以 
焦点 为 2， 实 半 吝 长 为 于 的 双 曲 线 左 这 的 一 塘 ， 不 是 区 域 ， 是 闲 区 
域 ; 《8) 以 焦点 为 土 2 长 半 吉 为 3 的 精 贺 上 及 其 内 部 ,不是 区 域 , 是 闭 
区 域 ; (9) 当 =1 时 ,这 是 连接 坊 Wp 分 线 , 不 是 区 城 
当 X 六 工时 ,这 是 以 二 于 关 为 辆 心 ,半径 为 过 二 | 1 一 aa 的 加 用 ， 
不 是 区 域 ， 《10) pg ep 当 a=0 时 ， 
是 连接 与 入 的 直线 除去 线 股 如 吕 后 余下 的 部 分 ; 当 0<a<n 及 一 x 
<a<0 时 ,分 避 是 经 过 3 与 码 的 区 局 中 的 一 部 分 ， i 心 
组 为 |al, 都 不 是 区 域 . 8. (D @ |wl~3,，0<argw< 持 ，@1w| 一 


3, 0<arg Wwe, @|w|=8, 0<argwy<2r; (2) D |wl=1, argw 人 od 


1 一 可 @ @ lw|=1, J ®@ |wu]l=1, arg w 从 0 —2r; 
{3)D1wi=1, argw 从 0 个 全 


,Iw|=1,argwA 从 0t2r, @|w|= 

axg 切 从 0 人 hr (4) 加 庶 部 为 0, 实 部 从 113， 人 @ 虑 部 为 了 实 部 从 
119, 命 虚 部 为 0, 实 部 从 119, 再 从 9 1. 4. SD. 

习题 .3 了 (1) 0; (8) 0; (8) 无 极限 。 4， (了 ) 收 化 ,但 不 绝 
对 收敛 《8) 收敛 且 绝 对 收 合 ; (3) 收 敏 且 约 对 收 各 (4 不 收 
第 一 章 复 习 讨 论题 I， 横 :，V 互 ， 司 角 : 于 ， 可 以 表示 为 V cos 于 
HiVE sin 宇 =V3e 和 8， 两 个 复数 i4e 3m”) (k=0， 
D. 
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5 在 第 二 象限 。 


| i z 在 第 四 象限 . 


1 rR t+ 
5, ]z15e Re 到 ) (R= 人 0, 1, 3，…， n—1), 


1 
ain (n+ 可) 1 

8, (1) rt (2) pe 

2 sin sin ~ 


2 2 
10. 凡 如 与 @ 大 边 的 莹 行 四 边 形 的 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 个 边 
长 的 平方 和 ， 机 . z 一 对 十 订 [2z3 一 5 (oii+ 0), 


I 
sin 于 tsin Tn+1)r 


第 二 章 

习 着 .1 六 ，(1) 全 平面 上 的 连续 函数 ; (2) 全 平面 上 的 连续 函数 ; 
(8) 函数 在 全 平面 上 除去 #=2 以 外 连续 ; (4) 是 全 平面 上 除去 连接 
一 2 及 i 的 直线 有 段 以 外 的 两 个 连续 函数 ， (多 是 全 平面 上 除去 连 校 1 
与 2 的 直线 段 以 外 的 两 个 连续 函数 ; (6》 全 平面 上 的 三 个 连续 函数 . 
2， 当 wx<0 时, 极限 为 6 当 =0 时 ， 没 有 极限 ; 当 z> 0 时， 极限 为 
ee. 8. (1) 副 周 如 + 这 = 了 了; (2) 贺 后 十 吕 二 tt、 

习 列 3-:23 4， (在 伞 平 而 .上 ,导数 为 %Cz 一 1)"!;， (2) 在 ?3 二 士 处， 


一 22 1 ad 一 bc . 
导数 为 了。 G3) 在 sz 一 全 处 ,二 数 为 十 熏 《9) 在 


生平 出 上 ,导数 为 S28 一 1)(a2+1); (5) 在 2 二 一 1 z 十 i 处 , 导 


> ， 一 人 让 十 5z3 十 42? 十 3 . a Ee er 
数 为 一 全 TCF) (6) 处 处 部 没有 导数 ; 《7) 在 z 二 0E， 


导数 为 0, 其 他 入 上 名 没有 导数 . 

习题 -3 工 (DD 全 平面 ; (2) 除了 # 一 0 以 外 : 《3) 到 处 者 不 满足 ; 
(4) 一 人 处 ;位 ) 全 平 再 ， ”8 只 有 存 *=0 处 满足 柯 西 - 歼 泥 条 人 竹 
且 有 导数 ,平面 上 处 处 未 解析 ， ”32 一 = 一 3, 加 一 十 1 
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习题 2.4 1 (1) InV 瑟 +i( 于 +2tkz ) (fr 是 整数 ); Ci(F +2r) 


(8 是 整数 )。 3，(CD 于 (一 和 0 区 (ete YD); C3) [einl) 


~ 


Cete!) +ileosl) (ee 1)", (4 SLCeos 1)(e- 十 e) ticsin 1) (e-1— 


E ae 一 全 3 、 23sn2 二 ie2 一 e-23 站 
9)]; (全 一 二 大; 《67 ET 500S 有 取 z=23. 


6. (1) 了 +2kr 一 tln(V3+D 及 一 于 +2kx-iln (VB 一 DD) (Ek 
是 整数 ); (2) 24w+iln(V3+1D) 及 r+2krtiln(V 了 3 一 1) (% 是 
整数 ); (3) 无 定义 。 了 . #=hm.s 二 记 十 bw 及 4 一 jm 《hk 是 整数 ). 

习题 2.5 1 Die-2ts Di(F-1)} C8) istic 


是 任意 的 实 常数 ). 
第 二 章 复 习 讨论 题 ”10. (1 处 处 不 可 微 (2) 只 有 = 0 处 可 微 ; 
《3) 处 处 不 可 微 《多 处 处 可 微 (加 ”只 在 直线 yz 上 可 微 . 


7 GD (3%t+1w 《% 是 整数 ); 。 (2) 一 子 +hr (是 整数 )， 名 ， 
(1) ecosl+isin1); (2) (eos1) (Sc) +iCsin 1) (Se 
站 (1 一 ?一 13 (2) 品 十 c(1 十 芭 《c 是 实 常 数 )) 《8) ln ?十 
ic 《ec 是 实 常数 )。 26， (1) - 襄 +ic (是 实 常数 ); (3) i(2ln 2 一 
89) 十 oc (2 是 实 常数 ). 
第 三 章 

习题 38:1 工 . CD 14; (2) 2 2. (DD) 1 (2) 2. 3 . 
CD sis Dari (1) ee (2 二 (一 5 十 3; (3) 了。 5. 


区 
曲线 两 端 连 线 的 长 度 小 于 强 长 . 


二 I 1 站 Ny se 
习题 8.2 1. 0. 3. -这 . 8. C1) (Ci) 3; Cii) n; Cii) 0; 
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人 GR 

(3) (1) 再 ; (ii) 85: Ciiiy 0, 

3 3 1 Bntl atl 

习题 . | 

习题 3 1 (1) 0: (2) Gi (3) -号 (4) — teh 5) 一 -5 


(6) 0;，(7) 0: (8) 0; (9 wi、 4， 人 (1) ai (23) 0;，(3) 不 存在 . 
第 兰 章 复 习 讨 论题 4 7) 2 一 72; (3) 201-47), 5. (ly 
VO (3) 2, BB; DO 6 (D2ri; D2rR 10. 


Ti i, 27i sna . 12. ts) 18. D1 C&O -S$ (0) 
2 cL - 2 
1- 3, (1) 证 cos ty (2) 0。 


第 四 章 
习题 4 2, 在 |s1<<1 及 2 一 1 处 收 雍 ; 夺 |z|<1 内 闭 一 致 收 仑 . 7， 
GD 了 1s-3|<4， 和 入 7 (的 + 一 ,全 平面 (3) + 全 平 本 
(DL, a-il<l; (Hl, jzl<l, (6) eh [ze (De |s-li<e: 
(6) + 全 平面 (9) 1, 124 <l; G0) 襄 i 让 : 9. CDE; 
{2) 3; (3) RO ee 当 五 二 0 时 ， 有 下 列 各 种 情 
况 ,如 果 om 一 947, 则 收 伍 半 到 为 下 而 各 可取 任何 正六); 如 果 必 = 


Cn1)2, 则 收 侣 半径 沟 5; 如 末 扬 三 G9, 则 收 伊 半径 为 十 cc， 
习题 4.23 ,J 如， 是 一 级 零点 全 是 整数 )， 2、 二 级 过 点 ， 3, 1 一 


3 贡 (一 Dm, 收 合 半 么 是 二 六 ( 一 DD)" (和 “ 收 全 半径 直 2 


ls|<= 


GD 总 men 14, 收 全 半径 是 (9) 总 ( 一 "33 ,站 全 半径 是 


Dl 
(3) 二 兴 一 雪 一 加 汪汪 一 *), 收 化 半径 是 1。 《De 二 
Ereptd 了 
与 十 收 敏 半径 是 字 ; 《2 sin 1 二 (cos Dat -ss pg2 十 


Se TT at 3 十 .…, 收 促 半径 是 姥 (3) mn2+ 计 + 不 …。 上 收 钱 
半径 是 mr，6. (1) 总 (4 者 4+ 应 (2) 总 (DD" 
22m-1 i 上 = 92n-1 - 上 下 
“CmT 3 (3) 可 十 人 全 ，(1) 不 存在 ; (2》 f(x} 
1 一 二 (3) 不 存在 。 划 ，eos -了 上; 在 全 平面 上 除 一 1 以 外 解析 ， 
且 有 无 穷 多 个 零点 s 一 1 一 心 为 整数 》， 

区 


; (2) 当 1< lz| <2 时 ， 于 要 人 和 J 


po 多 24 十 工 


习题 本 3 六，(1)y 入 二 


4 


5 T1100 ” A sis+l 
2 Ct) i 0< ei 
5 jxC Bn A gt1 ; n=l 2 2 
Ne 1 [请 -各 办 时 
(1- 二 - 赤 - 二 -3.0 元 |[ 妆 --+- 


qb el 
习题 4:2 i、 (1) 本 性 就 所; 《3) 一 级 极点 ; (3) s=1 是 本 性 凑 点 ， 
一 ce 是 可 去 奇 点 ; 〈4) 极点 的 极限 点 ; 《5) ?一 co 是 本 性 奇 点 ，z 一 4 
与 $b 处 是 孤立 楷 点 。 3，(1) kw 是 一 级 极点 信 是 整数 ), ?二 吕 十 极 
点 的 极限 点 ; “23) g= oo 是 可 去 商 点 ，3 一 及 3 不 是 孤立 尊 点 ;) 《3) 


kz- 下 是 一 级 极点 化 是 到 数 )， > 一 上 = 是 极点 的 极限 点 ; (4) 24kri 是 


一 级 极点 避 是 整数 )， 2 一 1! 是 本 性 人 奇 点 ， f= 是 极点 的 极限 点 ， 
3， (DD x*=0 是 二 | 2 二 了 是 一 级 极点 ， ee C2) 当 


0<1al <1 时 ， 一 襄 一 2 访 当 1s1>1 时 ,三 2 世 下;. 
第 四 章 复习 讨论 题 1 人 访 全 于 总) 入 


(4) 没有 ; (DD 没有. %. 4) es 四 六 wer (3) 区 二 
在 #1 发散 ;= 一 1 收 化 ， 如 ，(01) 本 性 麻 点 ，(2) 可 去 次 版; (3) 
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极点 的 极限 点 ; (多 极点 的 极 恨 点 ， (3) 极点 的 极限 点 ; 《6) 可 去 寄 
由 (7) 一 级 极点 ，， 杂 ，(1) z=0 及; 一 1 部 是 一 级 极点 ,2…: oo 是 可 
下 全 点 人 ce 人 一 0 1, 2 9) 部 是 一 级 要 点， oo 是 可 
兴 厅 点 ; (3) = ee 是 本 性 育 贞 (2 一 oo 是 本 性 奇 点 ，65) 一 2 
是 一 级 本 点 (上 其 中 和 =0 是 吏 数 1， = = 是 粥 点 的 极限 点 ; (5) :二 

bm 屁 一 级 要 点 (其 中 廊 是 整数 )， z= 名 是 极点 的 极限 点 ; i 
是 一 级 极点 (其 中 6 大 0 是 整数 )，s 二 oo 是 极点 的 袖 限 点 ; (8) s=0 是 


林 性 吾 点 ， ?二 20 是 可 去 奇 点 ; 


ee 


一 oo 是 本 性 琳 点 ， 


(9) s=0 及 :一 2 都 是 本 性 尚 点 ; 《10) 
是 本 性 奇 点 (其 中 0 丰 束 数 )，2 一 0 是 本 性 奇 点 的 极限 点 ， 


12. Se 


(人 
5 > 划 去 六 点 本 性 奇 点 
2 人 SS 
可 去 商 点 |】 可 去 册 点 | 本 福 奇 点 
极 成 。 | 极点 | 或 可 雪 闪 上 本 注 何 点 
ean 
或 
如 2 2 | 
本 性 硒 点 本 性 这 点 本 性 让 点 球 可 去 麻 点 
如 三 一 一 磊 
或 ”极点 
如 fi™ ft 
或 本 性 何 点 
如 太一 六 
1 2 | =。 ee 
18. (二 + 各 + 阁下 7+ 二 与 + 二 . 20.0) 


当 纪 一 轨 时 可 能 为 呀 去 奇 点 ) 
级 极点 (如 f4(2) = -ave)+ 


一 480— 


去 请 


必 和 疝 寺 汶 各 E(k ne) 
加 mm 二 级 极点 ; (3) 车 1 二 力 ， 


则 是 nn 一 m 级 极点 ;车 7n 志 mw, 则 是 mw 一 级 零点 。 中. 可 去 青 点 ; 
《22 可 去 背 点 ; (3) 解析 ; (4 本 性 奇 点 。 器 . (1) 当 jot2)bs=s0 
为 可 去 奇 点 时 ,天 (8) :Foc8) 以 2 一 go 池 本 性 奇 点 ; (2) 当 Ce) z=#6 
为 级 点 于， 所 (3) fot) 以 8 二 略为 本 性 柯 息 《3) 当 关 (2) 以 #= 名 为 
本 性 奇 总 时 , 则 可 有 各 和 情况 各 及 (9) ef(2) = 了， 则 及 (2) 
户 GD) -<1 以 5 一 0 为 可 二 商 吉 和 如 天 (9) 一 全 Jo(s) 6 二 二, 则 
万 (8 fulz) = 以 z= 为 加 级 权 点 ， 如 1 人 2) = Te -ce 则 
Fs fas) eT Le=0 i 30. (1) —F—; (2) 地 


SIN: wa” 
名. Mm Cig A > 2 
(DD na 0) 


C 3) 字 Si cz 
更 ; 2 SCT 
第 五 章 


习题 5.1 1 (GD 在 se ee 


上 的 留 数 为 一 -下 一 0， 


2, 3); 在 gs 一 co 的 留 考 为 全 《号 在 z 一 人 < 上 贸 数 为 ] (是 整数 ); 
(8) 在 :一 2jri 上 的 贸 数 是 一 上 必 是 整数 ); 《和 ) 在 4 一 1 的 留 数 是 2 
在 #2 的 留 数 是 ~ 在 := 的 留 数 是 0 (5) 在 z= 的 留 数 为 


2 


a 一 一 地; 信 # 一 并 的 贸 数 为 在 2 的 留 数 为 名 (6) 在 


CR 六 4 一 oo 的 留 数 为 1 (C7) 在 8z=34mi 的 留 数 为 一 1 
入 是 整数 ) 《3) 在 z= 的 留 数 为 1 在 8 ee. 《9) 在 


~0 的 留 数 为 一 了: ws0 是 整 笋 ); 《10) 
sh ie (h 是 可) 3， 设 fC2) = 


hortnht 
Sos 0)", 9 0) = p22 人 一 am)"， 则 > 一 和 的 留 数 为 
Peo 2 


= (5) 


V2 


习题 5.2 14. (DD) 一 全; (2 0 (9) 三， (9 


A 


2 
(6) Am 《7) 当 有 B>0 时 ， 一 2 当 B<0R, ri (8) -7 


全 有 -om 四 于 (一 喜 ) Ga03 GD 呈 R- 十 ) 
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2. --4dni, 

习题 -3 1. (1)5; (2) 1; (3)0. 

第 五 章 复 习 讨 论题 ” 生 ， 当 无 穷 远 点 是 可 去 奇 点 时 ， 留 数 不 一 定 等 于 
总 1 vy. < 2nt 

零 ,如 王 , 在 5 一 ~ 处 留 数 为 J。 5. (1) (一 DT; 


一 1)n or 2 n. Pe i 3 
人 i YM RO, 


Rl(m)= 28n2, (3) REO-1)=~cos1, Ro) =0081; (4) RIO0)= 


1+ 村 + 二 + ce 一 (1 
+ 《5) BCom) =0, 上 是 整数 。 7. (D 
pr WT 人 ly 9 0 
人 (§ 2 (6) er(3 cosl+ein1); (DB 


1. (Dl; (3 3 BB. (DD) 0 (2)4. 


第 六 章 
习题 6.& 4， 就 是 它 自己 , 自然 边界 为 1s' 一 1， 
gy Injal ， 9 
习题 6.8 1. (D0. (I ; (3) 一， (4) Talol + 所 小 
[9 
© -和 
第 六 章 复习 讨论 题 2， 定义 域 为 Rez>0， 可 以 解析 开拓 纪 全 平 而 
陈 兴 z~0, 得 却 . 6. (1 4 个 单 值 函 数 e ”2 (k=0, 1, 2, 3); 
C2) 两 个 单 值 函数 士 占 《3) 多 信函 数 ; (4) 多 值 函数 . 
7. (1) i cos 5); C2) ee; (3) -mT.. (4) 


1 1 


ina 1-a” 


第 七 章 
习题 ?1 工 ， (DD) go<arg zg 之 z+ 人 (Bo 是 任何 实数 ): (2) bo<args 


一 不 82 一- 


<6 + 全 《gb 是 任何 实数 )， 2 w=1 一 8342, 2=t3 一 人 ,一 1<t 
<<1， 3， 等 伸缩 率 ; 1#+1] =z; 等 旋转 角 ;argsts 二 11) 一 ca 其 中 与 


15 
ca 为 常数 ， 5， = a 
V5 8, 2 一 Cif, b=tg} 可 > 
E06"ig4, W = 95— i. 9. i 3. (1) 4=a; 


CG—1s—(1+D" 
(2) —v= Er. 和 ，() 名 一 9 十 从 放 人 也 二 1 中 qi 一 s (4 是 任意 实数 ); 
(2) ww 二 #8 十 4 (1 十 让 及 t= 一 5 一 i 填 a (1+ 从 (4 是 任意 实数 ). 7. 


+] -2 二 二 《( 共 中 是 任意 复数 )， 8，(D wm 一 站 全 和 


公开 一 让 
(3) w= 天。 9D 下 半 个 单位 省 (2 fw|<1 中 除 
去 | w+ 多 |< 字 后 的 区 域 ; (3)imw<0 上 除去 sD| < 二 了 
后 的 区 域 ， ”加 .ur . 芋 F， 1 .w= 
二 +l 

;到 一 人 ,十 ol], oy _ V0 
BIE 的， w= (D vw (9) 了 

wr 0 je l,j 
er 15 如 16. x TT (a=D0}. 17. 
Pe l gr 18. t= (5 十 3 Ys (4- 七 5V 3) 半径 
NR (iid s(t vs} 

pe 20 3 
之 比 为 了 十 4V 5， 19. 多 二 二 20.， 世 二 5 es， a 为 任 
， 2 

何 实 数 ， ee 


人 
5 十 一 2 十 一 
习题 ?.8 羡 . = 一 一 一 十 NR 民 训 
1+h+T3F \ 


1 Ee 
24 十 -一 工 一 S5L 十 一 
站 (过 a WE 人 ) 1 
工 十 全 工 十 台 1+6 


其 中 人 =3(e+ 六 Zs1=20 9, 


一 463 一 


1—cos pts 二 , ER i 
l+ecosgp 
a(1_1Y 


习题 ?4 二 “i( i ); (2) we Ce) (3) 


= [et CD wo sing, 2 A) w=— Vs 


3. (yw=ln!l e:-lr = 十 WE 如 十 全 2 1: 


pr TS 香 

开 ， - 避 I YS T 

ta) w=|[ -+ ) 2 二 了 ) -| 
th ¥ hath 


» 1 4 RD 
六 了 J 
(3) w=. -一 一 -—» C4) re sin x 到 (ae- 小 2 一 4 一 广 ) 
2 lL)ra 
1 re 
让 ld {+a 
习题 了 .5 土 . “一 和 + oe Be (+ 
J YY ae 
hb 
tp \ BD Cus 和 
/etsy 全 3. i a 了 .全 平面 上 除 
AN Bk Lh et 


Dh 


二 条 射线 [6 ， 寺 oe 革 ") 《4 二 0,:，…, 4 一 1) 后 的 区 域 ， 8. 
全 平面 上 除去 两 条 射线 (一 2 上 zi， 一 二 -7 及 (一 中 一 一 上 一 mw 针 后 
的 区 域 . 

(3) 


习题 了 .8 于， wiiv 全) 


十 1 2 hs 
一 大 “(+ LD ds tth: 2) w= 和 (i: Bra te 一 一 一 一 一 一 
下 -lL > . 区 Hyver a 
到 - a 
十 豆 are 志 一 3. w= | GGA) HT (ea) 
Vp 大 


le 及 c1、 cx 6 属于 多 角形 外 部 区 


1 向 后 


域 , 是 适当 的 数 . 
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